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Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
Îáðàòíûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : X → Y òàêàÿ, ÷òî Y = f (X ), è ïóñòü äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X
èç x1 6= x2 ñëåäóåò, ÷òî f (x1) 6= f (x2). Òîãäà ôóíêöèÿ f çàäàåò âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå X ↔ Y . Ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó y ∈ Y
èìåííî òî åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå x ∈ X , äëÿ êîòîðîãî f (x) = y , ïîëó÷èì
ôóíêöèþ f −1 : Y → X . Ôóíêöèÿ f −1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ
ê f .

Â ñèëó ýòîãî îïðåäåëåíèÿ

y = f (x) ⇔ x = f −1(y),

f −1(f (x)) = x ∀ x ∈ X ,

f (f −1(y)) = y ∀ y ∈ Y .

Óïðàæíåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : X → Y , Y = f (X ) ñòðîãî ìîíîòîííà íà ìíîæåñòâå X .
Òîãäà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f −1 : Y → X ñòðîãî ìîíîòîííà íà ìíîæåñòâå Y .
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Óïðàæíåíèå

Ãðàôèêè ÷èñëîâûõ ôóíêöèé f è f −1 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
y = x .

Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [a; b]→ R çàäàíà íà îòðåçêå [a; b], ñòðîãî âîçðàñòàåò è
íåïðåðûâíà.
Òîãäà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà íà îòðåçêå [A;B] = [f (a); f (b)], ñòðîãî
âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà íåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì îáëàñòü çíà÷åíèé Y ôóíêöèè f . Ïîñêîëüêó
∀ x ∈ [a; b] → A 6 f (x) 6 B, òî Y ⊂ [A;B]. C äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå
Êîøè

∀C ∈ [A;B] → ∃ c ∈ [a; b] : f (c) = C ,

òàê ÷òî [A;B] ⊂ Y . Ñëåäîâàòåëüíî, Y = [A;B].
Ñòðîãîå âîçðàñòàíèå f −1 î÷åâèäíî.
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Óñòàíîâèì íåïðåðûâíîñòü f −1. Ïóñòü ñíà÷àëà y0 ∈ (A;B), òàê ÷òî
x0 = f −1(y0) ∈ (a; b). Ïóñòü ε > 0 ñòîëü ìàëî, ÷òî

[x0 − ε; x0 + ε] ⊂ [a; b].

Ïóñòü y1 = f (x0 − ε), y2 = f (x0 + ε).

Ôóíêöèÿ f óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå îòðåçêà
[x0 − ε; x0 + ε] è îòðåçêà [y1; y2] ⊂ [A;B]. Ïðè ýòîì y1 < y0 < y2.
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Âîçüìåì δ > 0 ñòîëü ìàëûì, ÷òî (y0 − δ, y0 + δ) ⊂ (y1, y2). Òîãäà

f −1(Uδ(y0)) ⊂ f −1((y1; y2)) = Uε(x0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f −1 íåïðåðûâíà â òî÷êå y0.

Ïóñòü òåïåðü y0 = A èëè y0 = B. Òîãäà îäíîñòîðîííÿÿ íåïðåðûâíîñòü f −1 â
òî÷êå y0 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîñòîðîííèõ
îêðåñòíîñòåé.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà äëÿ íåïðåðûâíîé è
ñòðîãî óáûâàþùåé íà îòðåçêå ôóíêöèè.
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Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : (a; b)→ R çàäàíà íà èíòåðâàëå (a; b), ñòðîãî âîçðàñòàåò è
íåïðåðûâíà íà íåì.
Òîãäà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà, ñòðîãî âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà

èíòåðâàëå (A;B) =

(
inf
(a;b)

f ; sup
(a;b)

f

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì îáëàñòü çíà÷åíèé Y = f (X ) ôóíêöèè f .
Ïîêàæåì, ÷òî

∀ x ∈ (a; b) → A < f (x) < B.

Â ñàìîì äåëå. Äîïóñòèì, íàïðèìåð, ÷òî f (x0) > B ïðè íåêîòîðîì x0 ∈ (a; b).
Â ñèëó ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ f ïîëó÷àåì, ÷òî ∀ x ∈ (x0; b) → f (x) > B, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî B = sup

(a;b)

f .
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî

∀ y0 ∈ (A;B) → ∃ x0 ∈ (a; b) : f (x0) = y0.

Èç îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé ñëåäóåò, ÷òî

∃ x1, x2 ∈ (a; b) : f (x1) < y0, f (x2) > y0.

Ïðèìåíÿÿ ê ñóæåíèþ f[x1; x2] ôóíêöèè f íà îòðåçîê [x1; x2] òåîðåìó Êîøè î
ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî

∃ x0 ∈ [x1, x2] : f (x0) = y0.

Ñëåäîâàòåëüíî f (a; b) = (A;B).
Íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîé ôóíêöèè f −1 ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà äëÿ ñòðîãî óáûâàþùåé íà èíòåðâàëå
ôóíêöèè, à òàêæå òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè äëÿ ïîëóèíòåðâàëîâ.
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Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

Ïóñòü n ∈ N. Ôóíêöèÿ f (x) = xn : [0,+∞)→ [0,+∞), íàçûâàåìàÿ ñòåïåííîé

ôóíêöèåé ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè n, ñòðîãî âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà
[0,+∞) êàê ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé

ôóíêöèè îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f −1, îáîçíà÷àåìàÿ ñèìâîëàìè n
√
x = x

1
n , ñòðîãî

âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà [0,+∞).

Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè
m

n
, ãäå m, n ∈ N ïîëàãàþò ïðè a > 0

a
m
n =

(
a

1
n

)m
, a−

m
n =

1

a
m
n
.

Òåì ñàìûì ar îïðåäåëåíî ∀ a ∈ (0,+∞), ∀ r ∈ Q.
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Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ar ðàöèîíàëüíîãî
àðãóìåíòà r :

1 r1 < r2 ⇒ ar1 < ar2 ïðè a > 1, ar1 > ar2 ïðè 0 < a < 1;

2 ar1ar2 = ar1+r2 ;

3 (ar1)r2 = ar1r2 ;

4 a0 = 1;

5 (ab)r = arbr .

Ëåììà Áåðíóëëè

Ïóñòü a > 1, r ∈ Q, |r | 6 1. Òîãäà

|ar − 1| 6 2|r |(a− 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà r =
1

n
, n ∈ N. Ïîëîæèì λ = a

1
n − 1 > 0. Òîãäà

a
1
n = 1 + λ, a > 1 + nλ, îòêóäà λ 6

a− 1

n
, òî åñòü

a
1
n − 1 6

1

n
(a− 1).
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Ïóñòü òåïåðü 0 < r 6 1. Òîãäà
1

n + 1
< r 6

1

n
ïðè íåêîòîðîì n ∈ N. Â ñèëó

ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè ar ïîëó÷àåì

ar − 1 6 a
1
n − 1 6

1

n
(a− 1) 6

2

n + 1
(a− 1) < 2r(a− 1),

è íåðàâåíñòâî â ýòîì ñëó÷àå óñòàíîâëåíî.

Ïóñòü òåïåðü −1 6 r < 0. Òîãäà

|ar − 1| = ar |a−r − 1| 6 ar2(−r)(a− 1)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ar < 1, ïîëó÷àåì îòñþäà òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü a > 0, x ∈ R, lim
n→∞

rn = x . Òîãäà

ax = lim
n→∞

arn .
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Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

1 lim
n→∞

arn ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí;

2 lim
n→∞

arn íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {rn} (rn → x);

3 ïî ýòîìó îïðåäåëåíèþ â ñëó÷àå x = r çíà÷åíèå ar ñîâïàäàåò ñ ïðåæíèì.

Óñòàíîâèì 1. Ïóñòü a > 1, rn → x ïðè n→∞. Òîãäà

∀ n,m > n1 → |rn − rm| 6 1

â ñèëó ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {rn}. Ñ ïîìîùüþ ëåììû Áåðíóëëè
èìååì äëÿ n,m > n1:

|arn − arm | = arm |arn−rm − 1| 6 arm2|rn − rm|(a− 1).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rn} îãðàíè÷åíà (êàê âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ),
ïîýòîìó ïðè íåêîòîðîì M > 0

∀m ∈ N → arm 6 M.
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Â ñèëó ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {rn} äëÿ íåå âûïîëíåíî óñëîâèå
Êîøè:

∀ ε > 0 → ∃ nε ∈ N : ∀ n,m > nε → |rn − rm| < ε.

Îòñþäà, ïðè 0 < ε 6 1, èìååì

|arn − arm | 6 M2(a− 1)ε ∀ n,m > nε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {arn} âûïîëíåíî óñëîâèå Êîøè. Â
ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè îíà ñõîäèòñÿ, òî åñòü lim

n→∞
arn ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí.

Ïóñòü òåïåðü 0 < a < 1. Òîãäà

arn =
1(
1

a

)rn ,

è ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà lim
n→∞

arn ñëåäóåò èç óæå óñòàíîâëåííîãî

ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ïðåäåëà lim
n→∞

(
1
a

)rn
.

Ñëó÷àé a = 1 òðèâèàëåí.
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Óñòàíîâèì 2. Ïóñòü a > 1, rn → x , r ′n → x ïðè n→∞. Òîãäà rn − r ′n → 0 ïðè
n→∞, è ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè èìååì

|arn − ar
′
n | = ar

′
n |arn−r

′
n − 1| 6 M2|rn − r ′n|(a− 1)→ 0 (n→∞).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

arn − lim
n→∞

ar
′
n = lim

n→∞
(arn − ar

′
n ) = 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Ñëó÷àé 0 < a < 1 ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîìó ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

arn =
1(
1

a

)rn .

Óñòàíîâèì 3. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rn},
ãäå rn = r ∀ n ∈ N.
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Ñëó÷àé 0 < a < 1 ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîìó ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

arn =
1(
1

a

)rn .

Óñòàíîâèì 3. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rn},
ãäå rn = r ∀ n ∈ N.
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Îïðåäåëåíèå

Ïðè a > 0 ôóíêöèÿ x → ax , x ∈ (−∞,+∞) íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé ñ
îñíîâàíèåì a.
Ôóíêöèÿ x → ex , x ∈ (−∞,+∞), íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé. Èíîãäà
âìåñòî ex ïèøóò exp(x).

Òåîðåìà

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1 ax > 0 ∀ x ∈ (−∞,+∞);

2 ïðè a > 1 ax ñòðîãî âîçðàñòàåò, ïðè 0 < a < 1 ñòðîãî óáûâàåò;

3 axay = ax+y ;

4 (bc)x = bxcx ;

5 (ax)y = axy ;

6 ax íåïðåðûâíà íà (−∞,+∞).

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå òåîðåìó.
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