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Ïðåäåë ôóíêöèè
Êðèòåðèé Êîøè

Òåîðåìà (êðèòåðèé Êîøè)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà Ů(x0), x0 ∈ R. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî
ïðåäåëà lim

x→x0
f (x) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

Êîøè:

∀ ε > 0 → ∃ δ = δ(ε) > 0 : ∀ x ′, x ′′ ∈ Ůδ(x0) → |f (x ′)− f (x ′′)| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ∃ lim
x→x0

f (x) = A ∈ R. Òîãäà

∀ ε > 0 → ∃ δ = δ(ε) > 0 : ∀ x ′, x ′′ ∈ Ůδ(x0) → |f (x ′)−A| < ε

2
, |f (x ′′)−A| < ε

2
.

Îòñþäà

∀ x ′, x ′′ ∈ Ůδ(x0) → |f (x ′)− f (x ′′)| 6 |f (x ′)− A|+ |f (x ′′)− A| < ε

2
+
ε

2
= ε,

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå Êîøè. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
lim
x→x0

f (x). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì �ïî Ãåéíå� ïðåäåëà

ôóíêöèè. Ïóñòü xn ∈ Ů(x0), xn → x0 ïðè n→∞. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå
ε > 0. Ïóñòü δ = δ(ε) > 0 âçÿòî èç óñëîâèÿ Êîøè. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäåòñÿ nδ(ε) ∈ N òàêîå, ÷òî

∀ n > nδ(ε) → xn ∈ Ůδ(ε)(x0).

Îòñþäà è èç óñëîâèÿ Êîøè èìååì

∀ n,m > nδ(ε) → |f (xn)− f (xm)| < ε.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f (xn)} ñõîäèòñÿ â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïóñòü A = lim

n→∞
f (xn).
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x ′n}, x ′n ∈ Ůδ0(x0), x ′n → x0 ïðè n→∞ ïðåäåë lim

n→∞
f (x ′n)

(ñóùåñòâóþùèé ïî óæå äîêàçàííîìó) òàêæå ðàâåí A. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå: lim

n→∞
f (x ′n) = B 6= A äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x ′n},

x ′n ∈ Ůδ0(x0), x ′n → x0 ïðè n→∞.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x1, x ′1, x2, x ′2, . . .}. Îíà, î÷åâèäíî, ñõîäèòñÿ ê
x0. Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f (x1), f (x ′1), f (x2), f (x ′2), . . .} ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê
èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëà A è B. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
äîêàçàííîé ñõîäèìîñòè âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè äëÿ
ñõîäÿùåéñÿ ê x0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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x ′n ∈ Ůδ0(x0), x ′n → x0 ïðè n→∞.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x1, x ′1, x2, x ′2, . . .}. Îíà, î÷åâèäíî, ñõîäèòñÿ ê
x0. Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f (x1), f (x ′1), f (x2), f (x ′2), . . .} ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê
èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëà A è B. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
äîêàçàííîé ñõîäèìîñòè âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè äëÿ
ñõîäÿùåéñÿ ê x0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

TrushinBV.ru Ñðàâíåíèå ôóíêöèé 24 ñåíòÿáðÿ 2013 ã. 4 / 15



Ïðåäåë ôóíêöèè
Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü x0 ∈ R, ε > 0.
Ìíîæåñòâî Uε(x0 − 0) = (x0 − ε, x0] íàçûâàþò ëåâîé ïîëóîêðåñòíîñòüþ òî÷êè

x0 ðàäèóñà ε. ×åðåç U(x0 − 0) îáîçíà÷àþò ëåâóþ ïîëóîêðåñòíîñòü òî÷êè x0
ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà.

Ìíîæåñòâî Uε(x0 + 0) = [x0, x0 + ε) íàçûâàåòñÿ ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòüþ

òî÷êè x0 ðàäèóñà ε. ×åðåç U(x0 + 0) îáîçíà÷àþò ïðàâóþ ïîëóîêðåñòíîñòü
òî÷êè x0 ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà.
Ïðîêîëîòûìè ïîëóîêðåñòíîñòÿìè íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî

Ůε(x0 − 0) = (x0 − ε, x0),

Ů(x0 − 0) = U(x0 − 0) \ {x0},

Ůε(x0 + 0) = (x0, x0 + ε),

Ů(x0 + 0) = U(x0 + 0) \ {x0}.
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü x0 ∈ R, è ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà Ů(x0 − 0). Òî÷êà A ∈ R̂
íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ñëåâà ôóíêöèè f â òî÷êå x0, åñëè

∀ ε > 0 → ∃ δ = δ(ε) > 0 : ∀ x ∈ Ůδ(ε)(x0 − 0) → f (x) ∈ Uε(A).

Ïðè ýòîì ïèøóò f (x0 − 0) = lim
x→x0−0

f (x) = A.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåë ñïðàâà ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ∈ R. Îí
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f (x0 + 0), lim

x→x0+0
f (x).

Ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà íàçûâàþòñÿ îäíîñòîðîííèìè ïðåäåëàìè ôóíêöèè.
Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òàêæå ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ ïðåäåëîâ:

f (−∞) = lim
x→−∞

f (x), f (+∞) = lim
x→+∞

f (x).

Óïðàæíåíèå

Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëîâ ñëåâà è ñïðàâà �ïî Ãåéíå�.
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Ïðè ýòîì ïèøóò f (x0 − 0) = lim
x→x0−0

f (x) = A.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåë ñïðàâà ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ∈ R. Îí
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f (x0 + 0), lim

x→x0+0
f (x).

Ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà íàçûâàþòñÿ îäíîñòîðîííèìè ïðåäåëàìè ôóíêöèè.

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òàêæå ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ ïðåäåëîâ:

f (−∞) = lim
x→−∞

f (x), f (+∞) = lim
x→+∞

f (x).

Óïðàæíåíèå

Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëîâ ñëåâà è ñïðàâà �ïî Ãåéíå�.
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Óïðàæíåíèå

Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî
îäíîñòîðîííåãî ïðåäåëà ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå

Ìîæíî ðàñøèðèòü îáùåå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè lim
x→a

f (x) = A, A ∈ R̂,
ñ÷èòàÿ â íåì a ëèáî ÷èñëîì, ëèáî îäíèì èç ñèìâîëîâ −∞, +∞, ∞, x0 − 0,
x0 + 0, ãäå x0 ∈ R. Òîãäà ýòî îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè áóäåò ñîäåðæàòü
è òîëüêî ÷òî ââåäåííûå ïîíÿòèÿ ïðåäåëà ñëåâà è ïðåäåëà ñïðàâà.

Óïðàæíåíèå

Ïóñòü x0 ∈ R, ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà Ů(x0). Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
lim
x→x0

f (x) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ êàæäîãî èç ïðåäåëîâ

f (x0 − 0) è f (x0 + 0) è èõ ðàâåíñòâà f (x0 − 0) = f (x0 + 0).
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Ïðåäåë ôóíêöèè
Ïðåäåëû ìîíîòîííûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà E ⊂ X , åñëè èç x1, x2 ∈ E ,
x1 < x2 ñëåäóåò f (x1) 6 f (x2).

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé íà E ⊂ X , åñëè èç x1, x2 ∈ E ,
x1 < x2 ñëåäóåò f (x1) > f (x2).

Åñëè âìåñòî íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî íàïèñàòü ñòðîãîå, òî ôóíêöèþ
íàçûâàþò ñòðîãî âîçðàñòàþùåé èëè ñòðîãî óáûâàþùåé ñîîòâåòñòâåííî.
Âîçðàñòàþùèå è óáûâàþùèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ìîíîòîííûìè. Ñòðîãî
âîçðàñòàþùèå è ñòðîãî óáûâàþùèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ñòðîãî

ìîíîòîííûìè.
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Òåîðåìà

Ïóñòü −∞ 6 a < b 6 +∞, ôóíêöèÿ f âîçðàñòàåò íà (a, b). Òîãäà

∃ lim
x→b−0

f (x) = sup
(a,b)

f .

(Â ñëó÷àå b = +∞ ïîä +∞− 0 ïîíèìàåòñÿ +∞)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü sup
(a,b)

f = B 6 +∞. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Èç

îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíè ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî

∃ xε ∈ (a, b) : f (xε) ∈ Uε(B).

Âûáåðåì δ = δε > 0 òàêèì, ÷òî xε 6∈ Uδ(b) (òî åñòü Uδ(b) ëåæèò ïðàâåå xε).
Òîãäà f (Ůδ(b − 0)) ⊂ Uε(B) â ñèëó âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè f . Ñëåäîâàòåëüíî,
∃ f (b − 0) = B.
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Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó äëÿ óáûâàþùåé ôóíêöèè, à òàêæå äëÿ
ïðåäåëà f (a + 0).

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà (a; b) è x0 ∈ (a; b). Òîãäà ñóùåñòâóþò
êîíå÷íûå ïðåäåëû f (x0 − 0), f (x0 + 0).
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Óïðàæíåíèå
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Ïðåäåë ôóíêöèè
Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè. Ñðàâíåíèå ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü a ∈ R èëè a ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñèìâîëîâ x0 − 0, x0 + 0 (x0 ∈ R).
Ôóíêöèÿ f : U(a)→ R íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x → a, åñëè
lim
x→a

f (x) = 0.

Ôóíêöèÿ f : U(a)→ R íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x → a, åñëè
lim
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Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèåé.
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Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè f , g îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè Ů(a), ãäå a ∈ R ëèáî a ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñèìâîëîâ x0 − 0,
x0 + 0 (x0 ∈ R).

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî

∀ x ∈ Ů(a) → |f (x)| 6 C |g(x)|.

Òîãäà ïèøóò f = O(g) ïðè x → a.

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèè f è g íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè îäíîãî ïîðÿäêà ïðè x → a, åñëè

f = O(g), g = O(f ) ïðè x → a.

Ïðè ýòîì ïèøóò f (x) � g(x) ïðè x → a.

TrushinBV.ru Ñðàâíåíèå ôóíêöèé 24 ñåíòÿáðÿ 2013 ã. 12 / 15



Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè f , g îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé
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Ëåììà

Ïóñòü lim
x→a

g(x)

f (x)
= K ∈ R, K 6= 0. Òîãäà f è g ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îäíîãî

ïîðÿäêà ïðè x → a.

Äîêàçàòåëüñòâî. lim
x→a

|g(x)|
|f (x)|

= |K | > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íåêîòîðîì δ > 0

∀ x ∈ Ůδ(a) → 1

2
|K | 6 |g(x)|

|f (x)|
6

3

2
|K |.

Îòñþäà

∀ x ∈ Ůδ(a) → |g(x)| 6 3

2
|K | |f (x)|, |f (x)| 6 2

|K |
|g(x)|,

òî åñòü f è g � ôóíêöèè îäíîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèè f è g íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïðè x → a, åñëè
f (x) = λ(x)g(x), x ∈ Ů(a), ïðè÷åì limx→a λ(x) = 1 (çàïèñûâàåòñÿ f ∼ g ïðè
x → a).
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f (x) = λ(x)g(x), x ∈ Ů(a), ïðè÷åì limx→a λ(x) = 1 (çàïèñûâàåòñÿ f ∼ g ïðè
x → a).

TrushinBV.ru Ñðàâíåíèå ôóíêöèé 24 ñåíòÿáðÿ 2013 ã. 13 / 15



Ëåììà

Ïóñòü lim
x→a

g(x)

f (x)
= K ∈ R, K 6= 0. Òîãäà f è g ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îäíîãî

ïîðÿäêà ïðè x → a.

Äîêàçàòåëüñòâî. lim
x→a

|g(x)|
|f (x)|

= |K | > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íåêîòîðîì δ > 0
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Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1 f ∼ g ïðè x → ag ∼ f ïðè x → a (ñèììåòðèÿ);

2 f ∼ g , g ∼ h ïðè x → af ∼ h ïðè x → a (òðàíçèòèâíîñòü).

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå ýòè ñâîéñòâà.

Óïðàæíåíèå

Ïóñòü lim
x→a

g(x)

f (x)
= 1. Òîãäà f ∼ g ïðè x → a.

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ôóíêöèåé f ïðè

x → a (çàïèñûâàåòñÿ g = o(f ) ïðè x → a), åñëè g(x) = ε(x)f (x), x ∈ Ů(a),
ïðè÷åì lim

x→a
ε(x) = 0.

Åñëè ïðè ýòîì ôóíêöèè f , g ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïðè x → a, òî
ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà,
÷åì ôóíêöèÿ f .
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x → a (çàïèñûâàåòñÿ g = o(f ) ïðè x → a), åñëè g(x) = ε(x)f (x), x ∈ Ů(a),
ïðè÷åì lim

x→a
ε(x) = 0.

Åñëè ïðè ýòîì ôóíêöèè f , g ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïðè x → a, òî
ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà,
÷åì ôóíêöèÿ f .
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Ïðèìåð

Çàïèñü α(x) = o(1) ïðè x → a îçíà÷àåò ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ÷òî α(x) �
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ ïðè x → a.

Òåîðåìà

Ïóñòü f ∼ f1, g ∼ g1 ïðè x → a. Åñëè ñóùåñòâóåò lim
x→a

f1(x)

g1(x)
, òî ñóùåñòâóåò è

lim
x→a

f (x)

g(x)
= lim

x→a

f1(x)

g1(x)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

f

g
=
λ1f1
λ2g1

è ÷òî

lim
x→a

λ1(x)

λ2(x)
= 1.
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