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Ôóíêöèè ez , sin z , cos z êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

Îïðåäåëåíèå

Äëÿ z ∈ C ïîëîæèì

ez =
∞∑
k=0

zk

k!
;

sin z =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1;

cos z =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
z2k .

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ R = +∞. Ýòî ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè ïðè

x ∈ (−∞,+∞) ñîîòâåòñòâóþùèõ âåùåñòâåííûõ ðÿäîâ.
Ôóíêöèè ez , sin z , cos z ïðè z = x ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ñ ex , sin x , cos x :
R→ R.
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Óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ââåäåííûõ ôóíêöèé. Ïîêàæåì, ÷òî

ez1ez2 = ez1+z2 ∀ z1, z2 ∈ C.

Ïîñêîëüêó àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ìîæíî ïåðåìíîæàòü ïî÷ëåííî, à

ñóììà ïîëó÷åííîãî àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà íå çàâèñèò îò ïåðåñòàíîâêè

åãî ÷ëåíîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî

ez1ez2 =
∞∑
n=0

n∑
k=0

zn−k1

(n − k)!

zk2
k!

=

=
∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

n!

(n − k)!k!
zn−k1 zk2 =

∞∑
n=0

(z1 + z2)
n

n!
= ez1+z2 .
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Èç ñðàâíåíèÿ ðàçëîæåíèé â ðÿäû ñëåäóåò, ÷òî

e iz = cos z + i sin z , z ∈ C,

îòêóäà

cos z =
e iz + e−iz

2
, sin z =

e iz − e−iz

2i
, z ∈ C.

Ýòè ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè Ýéëåðà.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðè z = 0 + iy âèäíî, ÷òî â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

ôóíêöèè sin z , cos z íå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå îáîáùåíèÿ èçâåñòíûõ

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôîðìóë:

sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2, z1, z2 ∈ C,

cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2, z1, z2 ∈ C.

À, çíà÷èò, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è âñå îñòàëüíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå

ôîðìóëû.
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Èç ïîëó÷åííûõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî

ez = exe iy = ex(cos y + i sin y).

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ez � ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì

2πi .

Âñÿêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x + iy ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

z = r(cosϕ+ i sinϕ),

ãäå

r =
√
x2 + y2 = |z |

� ìîäóëü z , à ïîä ϕ ïðè z 6= 0 ìîæíî ïîíèìàòü îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè óãîë ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì äåéñòâèòåëüíîé

îñè è ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè z êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì äëÿ

ϕ ∈ [0, 2π) ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå ϕ = arg z . Â ñèëó 2π-ïåðèîäè÷íîñòè
ôóíêöèé cosϕ, sinϕ â êà÷åñòâå ϕ ìîæíî âçÿòü ϕ = z , ãäå

z = arg z + 2kπ

ïðè ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàííîì k ∈ Z. Ïðè ýòîì z íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì

÷èñëà z , à arg z � ãëàâíûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà ÷èñëà z .
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Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ez � ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì

2πi .

Âñÿêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x + iy ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

z = r(cosϕ+ i sinϕ),

ãäå

r =
√
x2 + y2 = |z |

� ìîäóëü z , à ïîä ϕ ïðè z 6= 0 ìîæíî ïîíèìàòü îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè óãîë ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì äåéñòâèòåëüíîé
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÷èñëà z , à arg z � ãëàâíûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà ÷èñëà z .
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Ôîðìóëó z = r(cosϕ+ i sinϕ) íàçûâàþò òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z . Èç íåå ìîæíî ïîëó÷èòü ïîêàçàòåëüíóþ ôîðìó

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z :

z = re iϕ, r = |z |, ϕ = z .

Ïîêàçàòåëüíàÿ è òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìû êîìïëåêñíîãî ÷èñëà óäîáíû äëÿ

íàõîæäåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, âîçâåäåíèÿ â

ñòåïåíü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà è èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Ïóñòü zj = rje
iϕj = rj(cosϕj + i sinϕj), j = 1, 2. Òîãäà

z1z2 = r1r2e
i(ϕ1+ϕ2) = r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)),

z1
z2

=
r1
r2
e i(ϕ1−ϕ2) =

r1
r2
(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)), z2 6= 0.

Ïðè z = re iϕ = r(cosϕ+ i sinϕ), n ∈ N ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ìóàâðà

zn = rne inϕ = rn(cos nϕ+ i sin nϕ).
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Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ ñòåïåíè n > 2 èç êîìïëåêñíîãî

÷èñëà z . Ïîä n
√
z ïîíèìàþò òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî w , ÷òî wn = z .

Åñëè

z = re iϕ = r(cosϕ+ i sinϕ),

w = ρe iψ = ρ(cosψ + i sinψ),

òî r = ρn, ϕ = nψ. Ïîýòîìó

n
√
z = n
√
re i

ϕ
n = n
√
r
(
cos

ϕ

n
+ i sin

ϕ

n

)
.

Îäíàêî, åñëè ϕ = z = arg z + 2kπ = ϕ0 + 2kπ, òî

cos
ϕ

n
= cos

(
ϕ0

n
+

2kπ

n

)
, sin

ϕ

n
= sin

(
ϕ0

n
+

2kπ

n

)
èìåþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ k = 0, 1, . . . , n − 1. Ïîýòîìó äëÿ
z 6= 0 ñóùåñòâóþò n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé n

√
z . Â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C âñå

ýòè çíà÷åíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà n
√
|z | ñ öåíòðîì â òî÷êå

0, äåëÿ ýòó îêðóæíîñòü íà äóãè ðàâíîé äëèíû.
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Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ ñòåïåíè n > 2 èç êîìïëåêñíîãî

÷èñëà z . Ïîä n
√
z ïîíèìàþò òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî w , ÷òî wn = z . Åñëè

z = re iϕ = r(cosϕ+ i sinϕ),

w = ρe iψ = ρ(cosψ + i sinψ),

òî r = ρn, ϕ = nψ.

Ïîýòîìó

n
√
z = n
√
re i

ϕ
n = n
√
r
(
cos

ϕ

n
+ i sin

ϕ

n

)
.

Îäíàêî, åñëè ϕ = z = arg z + 2kπ = ϕ0 + 2kπ, òî

cos
ϕ

n
= cos

(
ϕ0

n
+

2kπ

n

)
, sin

ϕ

n
= sin

(
ϕ0

n
+

2kπ

n

)
èìåþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ k = 0, 1, . . . , n − 1. Ïîýòîìó äëÿ
z 6= 0 ñóùåñòâóþò n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé n

√
z . Â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C âñå

ýòè çíà÷åíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà n
√
|z | ñ öåíòðîì â òî÷êå

0, äåëÿ ýòó îêðóæíîñòü íà äóãè ðàâíîé äëèíû.

TrushinBV.ru Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî 7 ìàÿ 2014 ã. 7 / 8



Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ ñòåïåíè n > 2 èç êîìïëåêñíîãî

÷èñëà z . Ïîä n
√
z ïîíèìàþò òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî w , ÷òî wn = z . Åñëè

z = re iϕ = r(cosϕ+ i sinϕ),

w = ρe iψ = ρ(cosψ + i sinψ),

òî r = ρn, ϕ = nψ. Ïîýòîìó

n
√
z = n
√
re i

ϕ
n = n
√
r
(
cos

ϕ

n
+ i sin

ϕ

n

)
.

Îäíàêî, åñëè ϕ = z = arg z + 2kπ = ϕ0 + 2kπ, òî

cos
ϕ

n
= cos

(
ϕ0

n
+

2kπ

n

)
, sin

ϕ

n
= sin

(
ϕ0

n
+

2kπ

n

)
èìåþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ k = 0, 1, . . . , n − 1. Ïîýòîìó äëÿ
z 6= 0 ñóùåñòâóþò n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé n

√
z . Â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C âñå

ýòè çíà÷åíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà n
√
|z | ñ öåíòðîì â òî÷êå

0, äåëÿ ýòó îêðóæíîñòü íà äóãè ðàâíîé äëèíû.

TrushinBV.ru Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî 7 ìàÿ 2014 ã. 7 / 8



Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ ñòåïåíè n > 2 èç êîìïëåêñíîãî

÷èñëà z . Ïîä n
√
z ïîíèìàþò òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî w , ÷òî wn = z . Åñëè

z = re iϕ = r(cosϕ+ i sinϕ),

w = ρe iψ = ρ(cosψ + i sinψ),

òî r = ρn, ϕ = nψ. Ïîýòîìó

n
√
z = n
√
re i

ϕ
n = n
√
r
(
cos

ϕ

n
+ i sin

ϕ

n

)
.

Îäíàêî, åñëè ϕ = z = arg z + 2kπ = ϕ0 + 2kπ, òî

cos
ϕ

n
= cos

(
ϕ0

n
+

2kπ

n

)
, sin

ϕ

n
= sin

(
ϕ0

n
+

2kπ

n

)
èìåþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ k = 0, 1, . . . , n − 1.

Ïîýòîìó äëÿ

z 6= 0 ñóùåñòâóþò n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé n
√
z . Â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C âñå

ýòè çíà÷åíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà n
√
|z | ñ öåíòðîì â òî÷êå

0, äåëÿ ýòó îêðóæíîñòü íà äóãè ðàâíîé äëèíû.

TrushinBV.ru Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî 7 ìàÿ 2014 ã. 7 / 8



Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ ñòåïåíè n > 2 èç êîìïëåêñíîãî

÷èñëà z . Ïîä n
√
z ïîíèìàþò òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî w , ÷òî wn = z . Åñëè

z = re iϕ = r(cosϕ+ i sinϕ),

w = ρe iψ = ρ(cosψ + i sinψ),

òî r = ρn, ϕ = nψ. Ïîýòîìó

n
√
z = n
√
re i

ϕ
n = n
√
r
(
cos

ϕ

n
+ i sin

ϕ

n

)
.

Îäíàêî, åñëè ϕ = z = arg z + 2kπ = ϕ0 + 2kπ, òî

cos
ϕ

n
= cos

(
ϕ0

n
+

2kπ

n

)
, sin

ϕ

n
= sin

(
ϕ0

n
+

2kπ

n

)
èìåþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ k = 0, 1, . . . , n − 1. Ïîýòîìó äëÿ
z 6= 0 ñóùåñòâóþò n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé n

√
z . Â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C âñå

ýòè çíà÷åíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà n
√
|z | ñ öåíòðîì â òî÷êå

0, äåëÿ ýòó îêðóæíîñòü íà äóãè ðàâíîé äëèíû.

TrushinBV.ru Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî 7 ìàÿ 2014 ã. 7 / 8



Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

1 Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ

ñõîäèìîñòü èíòåãðàë∫ 1

0

cos 1
x2

x4
dx .

2 Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ

f (x ; y) =
|x |3/5y 3/7√
x2 + y 2

ïðè y 6= 0;

f (x ; 0) = 0.
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