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Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è

ðÿäîâ

Òåîðåìà

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ôóíêöèé fn: E → R, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà
E ê ôóíêöèè f . Åñëè âñå ôóíêöèè fn íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 ∈ E , òî è
ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0. Òîãäà

∃N ∈ N : |f (x)− fN(x)| < ε ∀ x ∈ E .

Òîãäà ïðè x ∈ E

|f (x)− f (x0)| 6 |f (x)− fN(x)|+ |fN(x)− fN(x0)|+

+|f (x0)− fN(x0)| < 2ε+ |fN(x)− fN(x0)|.
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Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè fN â òî÷êå x0

∃ δ = δε > 0 : |fN(x)− fN(x0)| < ε ∀ x ∈ Uδ(x0).

Îòñþäà è èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

∀ x ∈ Uδ(x0) → |f (x)− f (x0)| < 3ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå ∀ x ∈ Uδ(x0).

Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∑

uk , ãäå uk : E → R, ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà E .
Åñëè âñå ÷ëåíû uk ðÿäà íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 ∈ E , òî ñóììà ðÿäà S =

∑
uk

íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ òåîðåìó ê ôóíêöèÿì

fn =
n∑

k=1

uk , f = S .
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Òåîðåìà

Ïóñòü ôóíêöèè fn íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a; b] ïðè âñåõ n ∈ N, è ïóñòü
fn ⇒

[a;b]
f ïðè n→∞.

Òîãäà ∫ x

a

fn(t) dt ⇒
[a;b]

∫ x

a

f (t) dt ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a; b] è, ñëåäîâàòåëüíî,
èíòåãðèðóåìà íà [a; b]. Ïóñòü ε > 0. Òîãäà â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ê ôóíêöèè f

∃N ∈ N : |fn(x)− f (x)| < ε ∀ x ∈ [a; b], ∀ n > N.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ n > N

sup
x∈[a;b]

∣∣∣∣∫ x

a

fn(t) dt −
∫ x

a

f (t) dt

∣∣∣∣ 6 ∫ b

a

|fn(t)− f (t)| dt < ε(b − a),

îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Ñëåäñòâèå

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû

lim
n→∞

∫ x

a

fn(t) dt =

∫ x

a

lim
n→∞

fn(t) dt ∀ x ∈ [a; b].

Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàâåíñòâîì ïðåäûäóùóþ òåîðåìó íàçûâàþò òåîðåìîé î

ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.
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Òåîðåìà (î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ðÿäà)

Ïóñòü ôóíêöèè uk íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a; b] ïðè êàæäîì k ∈ N, è ïóñòü

ðÿä

∞∑
k=1

uk ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a; b]. Òîãäà è ðÿä

∞∑
k=1

∫ x

a

uk(t) dt

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a; b]

è∫ x

a

∞∑
k=1

uk(t) dt =
∞∑
k=1

∫ x

a

uk(t) dt ∀ x ∈ [a; b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì fn(x) =
n∑

k=1

uk(x), f (x) =
∞∑
k=1

uk(x) è ïðèìåíèì

ïðåäûäóùóþ òåîðåìó è ñëåäñòâèå èç íåå.
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Òåîðåìà

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå
[a; b] ôóíêöèé ñõîäèòñÿ â òî÷êå c ∈ [a; b], à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ
{f ′n} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a; b] ê íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a; b] ê íåêîòîðîé
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà [a; b] ôóíêöèè f è f ′ = ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà íà [a; b] êàê ðàâíîìåðíûé ïðåäåë
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Â ñèëó ôîðìóëû Íüþòîíà�Ëåéáíèöà ïîëó÷àåì, ÷òî

fn(x)− fn(c) =

∫ x

c

f ′n(t) dt ⇒
[a;b]

∫ x

c

ϕ(t) dt ïðè n→∞.

×èñëîâóþ ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(c)} ìîæíî ñ÷èòàòü,
ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ íà [a; b].
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a; b] ê íåêîòîðîé
ôóíêöèè f .
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Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå
[a; b] ôóíêöèé ñõîäèòñÿ â òî÷êå c ∈ [a; b], à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ
{f ′n} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a; b] ê íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a; b] ê íåêîòîðîé
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà [a; b] ôóíêöèè f è f ′ = ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà íà [a; b] êàê ðàâíîìåðíûé ïðåäåë
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Â ñèëó ôîðìóëû Íüþòîíà�Ëåéáíèöà ïîëó÷àåì, ÷òî

fn(x)− fn(c) =

∫ x

c

f ′n(t) dt ⇒
[a;b]

∫ x

c

ϕ(t) dt ïðè n→∞.

×èñëîâóþ ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(c)} ìîæíî ñ÷èòàòü,
ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ íà [a; b].
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a; b] ê íåêîòîðîé
ôóíêöèè f .
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Ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåé ôîðìóëû ê ïðåäåëó ïðè n→∞,
ïîëó÷àåì, ÷òî

f (x)− f (c) =

∫ x

c

ϕ(t) dt ∀ x ∈ [a; b].

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà (êàê èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì
îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå [a; b]
ôóíêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ è ëåâàÿ ÷àñòü, à çíà÷èò, è
ôóíêöèÿ f . Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî ïî÷ëåííî, ïîëó÷àåì, ÷òî f ′(x) = ϕ(x)
∀ x ∈ [a; b].
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà (î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäà)

Ïóñòü ðÿä
∑

uk íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [a; b] ôóíêöèé ñõîäèòñÿ â
òî÷êå c ∈ [a; b], à ðÿä

∑
u′k ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a; b].

Òîãäà ðÿä
∑

uk ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a; b], åãî ñóììà íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà íà [a; b] è(∑

uk
)′

=
∑

u′k íà [a; b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì fn =
n∑

k=1

uk è ïðèìåíèì ïðåäûäóùóþ òåîðåìó.
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Ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåé ôîðìóëû ê ïðåäåëó ïðè n→∞,
ïîëó÷àåì, ÷òî

f (x)− f (c) =

∫ x

c

ϕ(t) dt ∀ x ∈ [a; b].

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà (êàê èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì
îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå [a; b]
ôóíêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ è ëåâàÿ ÷àñòü, à çíà÷èò, è
ôóíêöèÿ f . Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî ïî÷ëåííî, ïîëó÷àåì, ÷òî f ′(x) = ϕ(x)
∀ x ∈ [a; b].
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà (î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäà)

Ïóñòü ðÿä
∑

uk íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [a; b] ôóíêöèé ñõîäèòñÿ â
òî÷êå c ∈ [a; b], à ðÿä

∑
u′k ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a; b].

Òîãäà ðÿä
∑

uk ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a; b], åãî ñóììà íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà íà [a; b] è(∑

uk
)′

=
∑

u′k íà [a; b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì fn =
n∑

k=1

uk è ïðèìåíèì ïðåäûäóùóþ òåîðåìó.
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Ñòåïåííûå ðÿäû

Â ýòîé ãëàâå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè f (z) = f (x + iy) êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî z = x + iy . Íà ýòè ôóíêöèè ïåðåíîñÿòñÿ ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè
â òî÷êå è íà ìíîæåñòâå, ñõîäèìîñòè â òî÷êå è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà
ìíîæåñòâå ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=0

an(z − z0)
n,

ãäå an è z0 � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, à z � êîìïëåêñíîå ïåðåìåííîå, íàçûâàåòñÿ
ñòåïåííûì ðÿäîì.
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Ñòåïåííûå ðÿäû

Â ýòîé ãëàâå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè f (z) = f (x + iy) êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî z = x + iy . Íà ýòè ôóíêöèè ïåðåíîñÿòñÿ ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè
â òî÷êå è íà ìíîæåñòâå, ñõîäèìîñòè â òî÷êå è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà
ìíîæåñòâå ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=0

an(z − z0)
n,

ãäå an è z0 � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, à z � êîìïëåêñíîå ïåðåìåííîå, íàçûâàåòñÿ
ñòåïåííûì ðÿäîì.
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Îïðåäåëåíèå

Ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑
n=0

an(z − z0)
n íàçûâàåòñÿ

(íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî èëè ñèìâîë +∞):

R =
1

lim
n→∞

n
√
|an|

� ôîðìóëà Êîøè�Àäàìàðà,

êðóãîì ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=0

an(z − z0)
n íàçûâàåòñÿ êðóã

{z ∈ C : |z − z0| < R}.

Êðóã ñõîäèìîñòè ðÿäà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Ïðè R = +∞ îí
ñîâïàäàåò ñî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ, à ïðè R = 0 ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì
ìíîæåñòâîì.

Âîïðîñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

∞∑
n=0

an(z − z0)
n äîñòàòî÷íî èçó÷èòü â ñëó÷àå

z0 = 0, òî åñòü äëÿ ðÿäîâ âèäà
∑∞

n=0 anz
n.
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Îïðåäåëåíèå

Ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑
n=0

an(z − z0)
n íàçûâàåòñÿ

(íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî èëè ñèìâîë +∞):

R =
1

lim
n→∞

n
√
|an|

� ôîðìóëà Êîøè�Àäàìàðà,

êðóãîì ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=0

an(z − z0)
n íàçûâàåòñÿ êðóã

{z ∈ C : |z − z0| < R}.

Êðóã ñõîäèìîñòè ðÿäà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Ïðè R = +∞ îí
ñîâïàäàåò ñî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ, à ïðè R = 0 ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì
ìíîæåñòâîì.

Âîïðîñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

∞∑
n=0

an(z − z0)
n äîñòàòî÷íî èçó÷èòü â ñëó÷àå

z0 = 0, òî åñòü äëÿ ðÿäîâ âèäà
∑∞

n=0 anz
n.
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Îïðåäåëåíèå

Ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑
n=0

an(z − z0)
n íàçûâàåòñÿ

(íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî èëè ñèìâîë +∞):

R =
1

lim
n→∞

n
√
|an|

� ôîðìóëà Êîøè�Àäàìàðà,

êðóãîì ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=0

an(z − z0)
n íàçûâàåòñÿ êðóã

{z ∈ C : |z − z0| < R}.

Êðóã ñõîäèìîñòè ðÿäà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Ïðè R = +∞ îí
ñîâïàäàåò ñî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ, à ïðè R = 0 ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì
ìíîæåñòâîì.

Âîïðîñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

∞∑
n=0

an(z − z0)
n äîñòàòî÷íî èçó÷èòü â ñëó÷àå

z0 = 0, òî åñòü äëÿ ðÿäîâ âèäà
∑∞

n=0 anz
n.
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Îïðåäåëåíèå

Ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑
n=0

an(z − z0)
n íàçûâàåòñÿ

(íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî èëè ñèìâîë +∞):

R =
1

lim
n→∞

n
√
|an|

� ôîðìóëà Êîøè�Àäàìàðà,

êðóãîì ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=0

an(z − z0)
n íàçûâàåòñÿ êðóã

{z ∈ C : |z − z0| < R}.

Êðóã ñõîäèìîñòè ðÿäà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Ïðè R = +∞ îí
ñîâïàäàåò ñî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ, à ïðè R = 0 ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì
ìíîæåñòâîì.

Âîïðîñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

∞∑
n=0

an(z − z0)
n äîñòàòî÷íî èçó÷èòü â ñëó÷àå

z0 = 0, òî åñòü äëÿ ðÿäîâ âèäà
∑∞

n=0 anz
n.
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Èç ïðèçíàêà Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè
ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà

Ïóñòü

∞∑
1

bn � ðÿä ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè, q = lim
n→∞

n
√
bn. Òîãäà

1 ïðè q < 1 ðÿä
∞∑
1
bn ñõîäèòñÿ;

2 ïðè q > 1 ðÿä
∞∑
1
bn ðàñõîäèòñÿ.

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà

q = lim
n→∞

n
√
|anzn| = |z | lim

n→∞
n
√
|an| =

|z |
R
,

ãäå R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=0

anz
n. Ñðàâíèâàÿ q = |z|

R ñ åäèíèöåé,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Èç ïðèçíàêà Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè
ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà

Ïóñòü

∞∑
1

bn � ðÿä ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè, q = lim
n→∞

n
√
bn. Òîãäà

1 ïðè q < 1 ðÿä
∞∑
1
bn ñõîäèòñÿ;

2 ïðè q > 1 ðÿä
∞∑
1
bn ðàñõîäèòñÿ.

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà

q = lim
n→∞

n
√
|anzn| = |z | lim

n→∞
n
√
|an| =

|z |
R
,

ãäå R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=0

anz
n. Ñðàâíèâàÿ q = |z|

R ñ åäèíèöåé,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà

Ïóñòü R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=0

anz
n. Òîãäà

1 ïðè |z | < R ðÿä

∞∑
n=0

anz
n ñõîäèòñÿ è äàæå àáñîëþòíî;

2 ïðè |z | > R ðÿä

∞∑
n=0

anz
n ðàñõîäèòñÿ è äàæå åãî îáùèé ÷ëåí anz

n íå

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=0

an(z − z0)
n ìîæíî îïðåäåëèòü

ôîðìóëîé
R = sup{r : r > 0, lim

n→∞
|an|rn = 0}.
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Òåîðåìà

Ïóñòü R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=0

anz
n. Òîãäà

1 ïðè |z | < R ðÿä

∞∑
n=0

anz
n ñõîäèòñÿ è äàæå àáñîëþòíî;

2 ïðè |z | > R ðÿä

∞∑
n=0

anz
n ðàñõîäèòñÿ è äàæå åãî îáùèé ÷ëåí anz

n íå

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=0

an(z − z0)
n ìîæíî îïðåäåëèòü

ôîðìóëîé
R = sup{r : r > 0, lim

n→∞
|an|rn = 0}.
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Òåîðåìà (î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà)

Ïóñòü R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑
n=0

anz
n, 0 < r < R. Òîãäà íà

çàìêíóòîì êðóãå {z ∈ C : |z | 6 r} ðÿä
∞∑
n=0

anz
n ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. |anzn| 6 |an|rn ïðè |z | 6 r . ×èñëîâîé ðÿä
∞∑
0
|an|rn ñõîäèòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ðÿä

∞∑
n=0

anz
n ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

íà êðóãå {z ∈ C: |z | 6 r}.
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Òåîðåìà (î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà)

Ïóñòü R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

∞∑
n=0

anz
n, 0 < r < R. Òîãäà íà

çàìêíóòîì êðóãå {z ∈ C : |z | 6 r} ðÿä
∞∑
n=0

anz
n ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. |anzn| 6 |an|rn ïðè |z | 6 r . ×èñëîâîé ðÿä
∞∑
0
|an|rn ñõîäèòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ðÿä

∞∑
n=0

anz
n ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

íà êðóãå {z ∈ C: |z | 6 r}.
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Òåîðåìà

Ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà íåïðåðûâíà íà êðóãå ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè ñóììû ðàâíîìåðíî

ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ñ íåïðåðûâíûìè ÷ëåíàìè, ïðèìåíåííîé ê ðÿäó
∞∑
0
|an|rn íà

ìíîæåñòâå {z ∈ C: |z | 6 r}, ãäå 0 < r < R, ïðè÷åì r ìîæåò áûòü âçÿòî ñêîëü
óãîäíî áëèçêèì ê R.
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Òåîðåìà

Ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà íåïðåðûâíà íà êðóãå ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè ñóììû ðàâíîìåðíî

ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ñ íåïðåðûâíûìè ÷ëåíàìè, ïðèìåíåííîé ê ðÿäó
∞∑
0
|an|rn íà

ìíîæåñòâå {z ∈ C: |z | 6 r}, ãäå 0 < r < R, ïðè÷åì r ìîæåò áûòü âçÿòî ñêîëü
óãîäíî áëèçêèì ê R.
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Òåîðåìà (Àáåëÿ)

Ïóñòü z1, z2 ∈ C, |z1| < |z2|. Òîãäà

1 åñëè ðÿä

∞∑
n=0

anz
n ñõîäèòñÿ â òî÷êå z2, òî îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â òî÷êå

z1;

2 åñëè ðÿä

∞∑
n=0

anz
n ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå z1, òî îí ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå z2;

3 åñëè ðÿä

∞∑
n=0

anz
n ñõîäèòñÿ â òî÷êå z2, òî îí ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà

çàìêíóòîì êðóãå {z : |z | 6 r} ïðè ëþáîì r , 0 < r < |z2|.

TrushinBV.ru Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé18 àïðåëÿ 2014 ã. 15 / 15


