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Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
k=1

uk , uk : E → R.

ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå E , åñëè ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
k=1

uk(x), x ∈ E ,

ñõîäèòñÿ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ E .

Ïðè ýòîì ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ íà E ïîòî÷å÷íî.

Òàêèì îáðàçîì, ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà íà E

ðàâíîñèëüíà ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè íà E ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sn =
n∑

k=1

uk

åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì.
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Åñëè ðÿä
∞∑
k=1

uk

ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå E , òî åãî ñóììîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ S : E → R
òàêàÿ, ÷òî S(x) = lim

n→∞
Sn(x) ∀ x ∈ E .

Îïðåäåëåíèå

Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä

∞∑
k=1

uk ñõîäèòñÿ íà E ðàâíîìåðíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Sn} åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñõîäèòñÿ íà E ðàâíîìåðíî.

Äðóãèìè ñëîâàìè

Îïðåäåëåíèå

Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä

∞∑
k=1

uk ñõîäèòñÿ íà E ðàâíîìåðíî, åñëè îí ñõîäèòñÿ íà E è

åñëè

sup
E

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

uk

∣∣∣∣∣→ 0 ïðè n→∞.
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Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà)

Ïóñòü ðÿä
∞∑
k=1

uk

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà E . Òîãäà åãî îáùèé ÷ëåí

un⇒
E
0 ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî un = Sn − Sn−1, Sn⇒
E
S , Sn−1⇒

E
S ïðè

n→∞.
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Òåîðåìà (êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà)

Ðÿä
∞∑
k=1

uk

ñõîäèòñÿ íà E ðàâíîìåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Êîøè:

∀ ε > 0 → ∃N ∈ N : sup
E

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk

∣∣∣∣∣ < ε ∀ n > N, ∀ p ∈ N.
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Ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

Òåîðåìà (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ)

Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè uk : E → R, vk : E → [0,+∞), ïðè÷åì

|uk(x)| 6 vk(x) ∀ x ∈ E , ∀ k ∈ N.

Ïóñòü ðÿä

∞∑
k=1

vk ñõîäèòñÿ íà E ðàâíîìåðíî. Òîãäà ðÿä

∞∑
k=1

uk ñõîäèòñÿ íà E

àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè x ∈ E , n ∈ N, p ∈ N∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ 6
n+p∑

k=n+1

|uk(x)| 6
n+p∑

k=n+1

vk(x).
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Â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑

vk ñëåäóåò , ÷òî

∀ ε > 0 → ∃N ∈ N : sup
x∈E

n+p∑
k=n+1

vk(x) < ε ∀ n > n(ε), ∀ p ∈ N.

Çíà÷èò, äëÿ ýòèõ æå ε è N

sup
x∈E

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ 6 sup
x∈E

n+p∑
k=n+1

|uk(x)| < ε ∀ n > N, ∀ p ∈ N.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òîãî æå êðèòåðèÿ Êîøè ðÿäû
∑

uk è
∑
|uk |

ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà E .
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×àñòíûì ñëó÷àåì äîêàçàííîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà (ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà)

Ïóñòü uk : E → R, ak ∈ R ∀ k ∈ N, ïðè÷åì

|uk(x)| 6 ak ∀ x ∈ E , ∀ k ∈ N.

Ïóñòü ðÿä

∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ. Òîãäà ðÿä

∞∑
k=1

uk ñõîäèòñÿ íà E àáñîëþòíî è

ðàâíîìåðíî.

Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ôóíêöèé fn: E → R, íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííîé íà E , åñëè

∃M ∈ R : |fn(x)| 6 M ∀ x ∈ E , ∀ n ∈ N.
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Ñëåäóþùèå äâà ïðèçíàêà îòíîñÿòñÿ ê ðÿäàì âèäà

∞∑
k=1

ak(x)uk(x),

ãäå ak : E → R, uk : E → R.

Òåîðåìà (ïðèçíàê Äèðèõëå)

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèé ak(x) ïðè êàæäîì x ∈ E
ìîíîòîííà, è ïóñòü ak⇒

E
0 ïðè k →∞. Ïóñòü òàêæå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

∞∑
1

uk ôóíêöèé uk ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íà E .

Òîãäà ðÿä
∞∑
k=1

ak(x)uk(x),

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà E .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ, ïîëó÷àåì

n+p∑
k=n+1

ak(x)uk(x) =

= an+p(x)

n+p∑
k=n+1

uk(x)−
n+p−1∑
k=n+1

(ak+1(x)− ak(x))
k∑

j=n+1

uj(x).

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà
∑

uk(x), ïðè
íåêîòîðîì M ∈ R ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

uk(x)

∣∣∣∣∣ 6 M ∀ n ∈ N, ∀ x ∈ E .
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Òîãäà, èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak(x)} (ïî k), èìååì∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak(x)uk(x)

∣∣∣∣∣ 6 2M|an+p(x)|+ 2M

n+p−1∑
k=n+1

|ak+1(x)− ak(x)| =

= 2M|an+p(x)|+ 2M

∣∣∣∣∣
n+p−1∑
k=n+1

(ak+1(x)− ak(x))

∣∣∣∣∣ =
= 4M|an+p(x)|+ 2M|an+1(x)|.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà â ñèëó ak⇒
E
0 ïðè k →∞, ïîëó÷àåì, ÷òî

∀ ε > 0 ∃ n(ε) ∈ N :

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak(x)uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε∀ n > n(ε), ∀ p ∈ N, ∀ x ∈ E .

Ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé Êîøè, ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ íà E ðàâíîìåðíî.
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Òåîðåìà (ïðèçíàê Àáåëÿ)

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak(x)} ôóíêöèé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà
ìíîæåñòâå E , è ïóñòü ïðè êàæäîì x ∈ E ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak(x)}
ìîíîòîííà. Ïóñòü òàêæå ðÿä

∑
uk(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà E .

Òîãäà ðÿä
∞∑
k=1

ak(x)uk(x),

ñõîäèòñÿ íà E ðàâíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè
ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak(x)} ïðè íåêîòîðîì M ∈ R

|ak(x)| 6 M ∀ k ∈ N, ∀ x ∈ E .
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Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑

uk è êðèòåðèÿ Êîøè èìååì

∀ ε > 0 ∃ n(ε) ∈ N :

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε

∀ n > n(ε), ∀ p ∈ N, ∀ x ∈ E .

Èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak(x)}, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò n(ε) ∈ N òàêîå, ÷òî∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

ak(x)uk(x)

∣∣∣∣∣ 6 Mε+ ε

n+p−1∑
k=n+1

|ak+1(x)− ak(x)| =

= Mε+ ε

∣∣∣∣∣
n+p−1∑
k=n+1

(ak+1(x)− ak(x))

∣∣∣∣∣ =
= Mε+ ε|an+p(x)− an+1(x)| 6 Mε+ 2Mε = 3Mε.

Â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè îòñþäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
k=1

ak(x)uk(x),

íà ìíîæåñòâå E .
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