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Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû

Òåîðåìà (ïðèçíàê Ëåéáíèöà)

Ïóñòü ∀ k ∈ N → ak > ak+1 > 0; ak → 0 ïðè k →∞. Òîãäà
çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä

∞∑
k=1

(−1)k+1ak = a1 − a2 + a3 − a4 + . . .

ñõîäèòñÿ.

Ïðè ýòîì îñòàòîê ðÿäà rn =
∞∑

k=n+1

(−1)k+1ak ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå

ïðåâîñõîäèò àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ïåðâîãî èç åãî ÷ëåíîâ:

|rn| 6 an+1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì
÷åòíîãî ïîðÿäêà {S2n}∞1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà

S2n = (a1 − a2) + (a3 − a4) + . . .+ (a2n−1 − a2n) =

= a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− . . .− (a2n−2 − a2n−1)− a2n.

ßñíî, ÷òî {S2n}∞1 âîçðàñòàåò è ÷òî 0 6 S2n 6 a1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {S2n}∞1 ñõîäèòñÿ:

∃ lim
n→∞

S2n = S ∈ [0, a1].

Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {S2n−1}∞1 ÷àñòè÷íûõ ñóìì íå÷åòíîãî ïîðÿäêà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn}∞1 òàêæå ñõîäèòñÿ è ïðèòîì ê òîìó æå ïðåäåëó S ,
ïîñêîëüêó S2n−1 = S2n − a2n → S − 0 = S ïðè n→∞.
Èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {S2n}∞1 è {S2n−1}∞1 ê îäíîìó è òîìó æå
÷èñëó S ñëåäóåò, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ñõîäèìîñòü Sn → S ïðè n→∞.
Ïóñòü òåïåðü rn � îñòàòîê ðÿäà ïîñëå n-ãî ÷ëåíà:

(−1)n+1rn = an+1 − an+2 + an+3 − an+4 + . . .

Çíà÷èò 0 6 (−1)n+1rn 6 an+1.
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Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîé ñóììû

Sn =
n∑

k=1

akbk .

Ïóñòü

B0 ∈ R, Bk = B0 +
k∑

j=1

bj (k = 1, . . . , n).

Òîãäà bk = Bk − Bk−1 (k = 1, . . . , n),

Sn =
n∑

k=1

ak(Bk − Bk−1) =
n∑

k=1

akBk −
n∑

k=1

akBk−1.

Çàìåíèâ â ïîñëåäíåé ñóììå èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ k íà k + 1, ïîëó÷àåì
ôîðìóëó

n∑
k=1

akbk = anBn − a1B0 −
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak)Bk ,

íàçûâàåìóþ ïðåîáðàçîâàíèåì Àáåëÿ ñóììû

n∑
k=1

akbk .
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Óñòàíîâèì íåêîòîðûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ âèäà

∞∑
k=1

akbk .

Òåîðåìà (ïðèçíàê Äèðèõëå)

Ïóñòü ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak}∞1 ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà

∞∑
k=1

bk îãðàíè÷åíà.

Òîãäà ðÿä

∞∑
k=1

akbk ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè B0 = 0 ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ ê ÷àñòè÷íîé

ñóììå ðÿäà

∞∑
k=1

akbk . Èçó÷èì ïîâåäåíèå ïðàâîé ÷àñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ

ïðè n→∞.
anBn → 0 ïðè n→∞ â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Bn} è
óñëîâèÿ an → 0 (n→∞).
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Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó
ïðåäåëó, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé ñóììîé ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà.
Â ñàìîì äåëå, åñëè M = sup

k∈N
|Bk |, òî

∞∑
k=1

|(ak+1 − ak)Bk | 6 M
∞∑
k=1

|ak+1 − ak | =

= M

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

(ak+1 − ak)

∣∣∣∣∣ = M|a1|.

Ñëåäîâàòåëüíî, è ëåâàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ ñòðåìèòñÿ ê òîìó æå

ïðåäåëó ïðè n→∞, ÷òî è îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
k=1

akbk .
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Òåîðåìà (ïðèçíàê Àáåëÿ)

Ïóñòü ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak}∞1 ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, à ðÿä
∞∑
k=1

bk ñõîäèòñÿ. Òîãäà ðÿä

∞∑
k=1

akbk ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ak → a0 ïðè k →∞. Òîãäà αk = ak − a0 → 0 ïðè
k →∞,

∞∑
k=1

akbk =
∞∑
k=1

αkbk + a0

∞∑
k=1

bk .

Ïåðâûé èç äâóõ ðÿäîâ ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó
Äèðèõëå, à âòîðîé � ïî óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ è ðÿä, ñòîÿùèé â
ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.
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