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Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [a; b)→ R, b 6 +∞, èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ëþáîì
îòðåçêå [a; b′] ⊂ [a; b).
Ñèìâîë ∫ b

a

f (x) dx

íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì (Ðèìàíà) ïî ïîëóèíòåðâàëó [a; b).
Ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, è ïèøóò∫ b

a

f (x) dx = lim
b′→b−0

∫ b′

a

f (x) dx ,

åñëè óêàçàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò, è ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ

� â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Çäåñü è äàëåå ñèìâîë +∞− 0 ðàâíîçíà÷åí ñèìâîëó +∞.
Â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì íàçûâàþò íå òîëüêî ñèìâîë∫ b

a

f (x) dx , íî è ÷èñëî lim
b′→b−0

∫ b′

a

f (x) dx .

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a; b] è èíòåãðèðóåìà ïî
Ðèìàíó íà ëþáîì îòðåçêå [a; b′] ⊂ [a; b), òî îíà èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà
[a; b], è, ñëåäîâàòåëüíî, åå èíòåãðàë Ðèìàíà ïî [a; b] è íåñîáñòâåííûé
èíòåãðàë ïî [a; b) ñîâïàäàþò.
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Òåîðåìà (êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [a; b′] ⊂ [a; b). Òîãäà äëÿ

ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

∫ b

a

f (x) dx íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Êîøè

∀ ε > 0 → ∃ bε ∈ [a; b) : ∀ b′, b′′ ∈ [bε, b)

∣∣∣∣∣
∫ b′′

b′
f (x) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

∫ b

a

f (x) dx ïî

îïðåäåëåíèþ ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ ïðåäåëà ôóíêöèè F (x) =
∫ x

a
f (t) dt

ïðè x → b − 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ
êîíå÷íîãî ïðåäåëà ôóíêöèè F . Ïîñëåäíåå æå ñîâïàäàåò ñ óòâåðæäåíèåì
òåîðåìû.
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Ðÿä ñâîéñòâ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ïåðåíîñèòñÿ íà íåñîáñòâåííûå
èíòåãðàëû ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè b′ → b − 0.

Ïóñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∫ b

a

f (x) dx ñõîäèòñÿ. Òîãäà

∫ b

a

f (x) dx =

∫ a∗

a

f (x) dx +

∫ b

a∗
f (x) dx ∀ a∗ ∈ [a; b).

(Ëèíåéíîñòü). Ïóñòü íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû
∫ b

a
f (x) dx ,

∫ b

a
g(x) dx

ñõîäÿòñÿ. Òîãäà ïðè λ, µ ∈ R ñõîäèòñÿ è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∫ b

a

(λf (x) + µg(x)) dx = λ

∫ b

a

f (x) dx + µ

∫ b

a

g(x) dx .

(Èíòåãðèðîâàíèå íåðàâåíñòâ). Ïóñòü èíòåãðàëû
∫ b

a
f (x) dx ,

∫ b

a
g(x) dx

ñõîäÿòñÿ, è ïóñòü f 6 g íà [a; b). Òîãäà∫ b

a

f (x) dx 6
∫ b

a

g(x) dx .
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(Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a; b), Φ
� ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f íà [a; b). Òîãäà∫ b

a

f (x) dx = Φ(b − 0)− Φ(a),

åñëè êîíå÷íà õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà ýòîãî ðàâåíñòâà.
(Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü ôóíêöèè u, v : [a; b)→ R
íåïðåðûâíû è êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà êàæäîì
îòðåçêå [a; b′] ⊂ [a; b). Òîãäà∫ b

a

uv ′ dx = uv

∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

u′v dx ,

åñëè îáà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû.
(Çàìåíà ïåðåìåííîãî). Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a; b), ôóíêöèÿ
ϕ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [α, β), β 6 +∞, ïðè÷åì
a = ϕ(a) 6 ϕ(t) < b = lim

t→β−0
ϕ(t). Òîãäà∫ b

a

f (x) dx =

∫ β

α

f (ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Ïðè ýòîì èíòåãðàëû â îáåèõ ÷àñòÿõ ýòîé ôîðìóëû ñõîäÿòñÿ èëè
ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
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Òåîðåìà

Ïóñòü f > 0 íà [a; b). Äëÿ ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
∫ b

a
f (x) dx

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∃M ∈ R :

∫ b′

a

f (x) dx 6 M ∀ b′ ∈ [a; b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðàë
∫ b′

a
f (x) dx êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòà b′ âîçðàñòàåò.

Ïîýòîìó ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
∫ b

a
f (x) dx (òî åñòü ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî

ïðåäåëà ýòîé ôóíêöèè ïðè b′ → b − 0) ðàâíîñèëüíà îãðàíè÷åííîñòè

èíòåãðàëà
∫ b′

a
f (x) dx êàê ôóíêöèè b′.
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Òåîðåìà (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ)

Ïóñòü ôóíêöèè f , g èíòåãðèðóåìû íà ëþáîì îòðåçêå [a; b′] ⊂ [a; b) è
0 6 f 6 g íà [a; b). Òîãäà

1 ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
∫ b

a
g(x) dx âëå÷åò çà ñîáîé ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà∫ b

a
f (x) dx ;

2 ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
∫ b

a
f (x) dx âëå÷åò çà ñîáîé ðàñõîäèìîñòü

èíòåãðàëà
∫ b

a
g(x) dx .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1◦. Ïóñòü èíòåãðàë

∫ b

a

g(x) dx ñõîäèòñÿ. Òîãäà ïî

ïðåäûäóùåé òåîðåìå

∃M ∈ R :

∫ b′

a

f (x) dx 6
∫ b′

a

g(x) dx 6 M ∀ b′ ∈ [a; b).

Ïî òîé æå òåîðåìå èíòåãðàë

∫ b

a

f (x) dx ñõîäèòñÿ.

2◦. Ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
∫ b

a
g(x) dx ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî.
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Ñëåäñòâèå

Ïóñòü ôóíêöèè f , g èíòåãðèðóåìû íà ëþáîì îòðåçêå [a; b′] ⊂ [a; b), è ïóñòü
f > 0, g > 0 íà [a; b). Ïóñòü òàêæå

∃ lim
x→b−0

f (x)

g(x)
= k ∈ (0,+∞).

Òîãäà èíòåãðàëû
∫ b

a
f (x) dx è

∫ b

a
g(x) dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ

îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû

∃ a∗ ∈ [a; b) : ∀ x ∈ [a∗, b) → k

2
g(x) 6 f (x) 6 2kg(x).

Â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû èíòåãðàëû∫ b

a∗
g(x) dx è

∫ b

a∗
f (x) dx

ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî. Òåïåðü îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî
ñõîäèìîñòü ïîñëåäíèõ äâóõ èíòåãðàëîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà a∗ ∈ [a; b).
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Îïðåäåëåíèå

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∫ b

a

f (x) dx íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè

ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

∫ b

a

|f (x)| dx .

Òåîðåìà

Àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

∫ b

a

|f (x)| dx ñëåäóåò,

÷òî äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êîøè. Íî òîãäà óñëîâèå Êîøè

âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ èíòåãðàëà

∫ b

a

f (x) dx â ñèëó îöåíêè∣∣∣∣∣
∫ b′′

b′
f (x) dx

∣∣∣∣∣ 6
∫ b′′

b′
|f (x)| dx ïðè a 6 b′ < b′′ < b.

Ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé Êîøè ê èíòåãðàëó
∫ b

a
f (x) dx , óáåæäàåìñÿ, ÷òî îí

ñõîäèòñÿ.
Êðîìå òîãî, èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû

ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∣∣∣∫ b

a
f (x) dx

∣∣∣ 6 ∫ b

a
|f (x)| dx .
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Çàìå÷àíèå

Ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
∫ b

a
|f (x)| dx íå äàåò ïðàâà íàïèñàòü

ñèìâîë
∫ b

a
f (x) dx , ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f ìîæåò íå áûòü èíòåãðèðóåìîé íà

íåêîòîðîì îòðåçêå [a; b′], â òî âðåìÿ êàê åå ìîäóëü èíòåãðèðóåì íà ýòîì
îòðåçêå.
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