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Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü êàæäîìó n ∈ N ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé ýëåìåíò an ∈ R.
Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a1, a2, a3, . . . ,

êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ {an}. Ïàðà (n, an) íàçûâàåòñÿ n-ì ýëåìåíòîì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à ÷èñëî an � çíà÷åíèåì ýòîãî ýëåìåíòà.

Çàìå÷àíèå

Âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ. Ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì.
Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0, 1, 0, 1, 0, 1, . . .

ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ: 0 è 1.
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Îïðåäåëåíèå

×èñëî a ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè

∀ ε > 0 → ∃ nε ∈ N : ∀ n > nε → |a− an| < ε.

Ïðè ýòîì ïèøóò
lim

n→∞
an = a,

èëè
an → a ïðè n→∞.
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Ìîæíî îáîáùèòü ïîíÿòèå ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå ïðåäåëà íå òîëüêî ÷èñëî, íî è êàêîé-ëèáî èç
ñèìâîëîâ +∞, −∞, ∞.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà R = R ∪ {−∞} ∪ {+∞} è R̂ = R ∪ {∞}.

Îïðåäåëåíèå

Ïðè ε > 0 ε-îêðåñòíîñòüþ ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ Uε(a) = (a− ε, a+ ε);
ε-îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòîâ +∞, −∞, ∞ íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâà

Uε(+∞) =

(
1

ε
; +∞

)
; Uε(−∞) =

(
−∞;−1

ε

)
;

Uε(∞) =

(
−∞;−1

ε

)
∪
(
1

ε
; +∞

)
.

×åðåç U(a) ïðè a ∈ R̂ îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ε-îêðåñòíîñòü ýëåìåíòà a.
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Ìîæíî îáîáùèòü ïîíÿòèå ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå ïðåäåëà íå òîëüêî ÷èñëî, íî è êàêîé-ëèáî èç
ñèìâîëîâ +∞, −∞, ∞.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà R = R ∪ {−∞} ∪ {+∞} è R̂ = R ∪ {∞}.

Îïðåäåëåíèå

Ïðè ε > 0 ε-îêðåñòíîñòüþ ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ Uε(a) = (a− ε, a+ ε);
ε-îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòîâ +∞, −∞, ∞ íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâà

Uε(+∞) =

(
1

ε
; +∞

)
; Uε(−∞) =

(
−∞;−1

ε

)
;

Uε(∞) =

(
−∞;−1

ε

)
∪
(
1

ε
; +∞

)
.

×åðåç U(a) ïðè a ∈ R̂ îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ε-îêðåñòíîñòü ýëåìåíòà a.

TrushinBV.ru Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 10 ñåíòÿáðÿ 2013 ã. 4 / 12



Ñôîðìóëèðóåì îáùåå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â òåðìèíàõ
îêðåñòíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå

Ýëåìåíò a ∈ R̂ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè

∀ ε > 0 → ∃ nε ∈ N : ∀ n > nε → an ∈ Uε(a).

Ýòî æå îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåôðàçèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå

Ýëåìåíò a ∈ R̂ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè â ëþáîé
åãî îêðåñòíîñòè U(a) ñîäåðæàòñÿ çíà÷åíèÿ âñåõ (çà èñêëþ÷åíèåì áûòü
ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà) ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Âåçäå äàëåå, åñëè êàêîå-òî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êðîìå êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòî
ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè îíà èìååò ÷èñëîâîé
ïðåäåë. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùåéñÿ.

Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ â R (èëè â R̂), åñëè îíà èìååò
ïðåäåë, ïðèíàäëåæàùèé R (èëè R̂).

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî a íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè

∃ ε0 > 0 : ∀ n0 ∈ N → ∃ n ∈ N, n > n0 : |an − a| > ε0.

Óïðàæíåíèå

ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿùèìèñÿ â R, R, R̂:{
1

n

}
; {(−1)n}; {n}; {(−1)nn}.
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Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè îíà èìååò ÷èñëîâîé
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Îïðåäåëåíèå
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Óïðàæíåíèå

Ïóñòü a, a′ ∈ R è a 6= a′. Òîãäà ñóùåñâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî Uε(a) ∩ Uε(a
′) = ∅.

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ìîæåò èìåòü â R áîëåå îäíîãî ïðåäåëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} êàæäûé
èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a, a′ ∈ R ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì. Ïóñòü ε > 0 òàêîå,
÷òî Uε(a) ∩ Uε(a

′) = ∅. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà
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Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ñâîéñòâà ïðåäåëîâ, ñâÿçàííûå ñ íåðàâåíñòâàìè

Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé åå ýëåìåíòîâ îãðàíè÷åíî.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó, åñëè ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé åå ýëåìåíòîâ îãðàíè÷åíî ñâåðõó.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñíèçó, åñëè ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé åå ýëåìåíòîâ îãðàíè÷åíî ñíèçó.
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Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè

∃M ∈ R : ∀ n ∈ N → |an| 6 M.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó, åñëè

∃M ∈ R : ∀ n ∈ N → an 6 M.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñíèçó, åñëè

∃m ∈ R : ∀ n ∈ N → an > m.

Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûå îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

Óïðàæíåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îãðàíè÷åíà
ñâåðõó è îãðàíè÷åíà ñíèçó.
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Òåîðåìà

Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ è a = lim
n→∞

an.

Òîãäà äëÿ ε = 1
∃ n1 ∈ N : ∀ n > n1 → |a− an| < 1.

Ïîýòîìó
∀ n > n1 → a− 1 < an < a+ 1.

Ïóñòü
m = min{a− 1, a1, a2, . . . , an1−1};
M = max{a+ 1, a1, a2, . . . , an1−1}.

Î÷åâèäíî, ÷òî {an} îãðàíè÷åíà ñíèçó ÷èñëîì m, è ñâåðõó ÷èñëîì M.
Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî {an} îãðàíè÷åíà ñíèçó. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{an} îãðàíè÷åíà â ñèëó åå îãðàíè÷åííîñòè ñâåðõó è ñíèçó. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå

Íå âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ. Íàïðèìåð,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(−1)n} îãðàíè÷åííàÿ è ðàñõîäÿùàÿñÿ.
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Òåîðåìà

Ïóñòü a, b ∈ R, {an} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà

1 åñëè ñóùåñòâóåò lim
n→∞

an = a < b, òî

∃ n0 ∈ N : ∀ n > n0 → an < b;

2 åñëè ñóùåñòâóåò lim
n→∞

an = a è ∀ n ∈ N → an 6 b, òî a 6 b.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ε = b − a > 0, òîãäà

∃ nε ∈ N : ∀ n > nε → an ∈ Uε(a).

Çíà÷èò, an ∈ (a− ε; a+ ε). Ñëåäîâàòåëüíî, an < a+ ε = b.
2. Äîïóñòèì, ÷òî a > b, òî, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, ïîëó÷àåì

∃ n0 ∈ N : ∀ n > n0 → an > b.

×òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.
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×òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.
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Òåîðåìà î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ

Ïóñòü a ∈ R, {an}, {bn}, {cn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèå, ÷òî

∀ n ∈ N → an 6 bn 6 cn,

lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = a.

Òîãäà ñóùåñòâóåò limn→∞ bn = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà, äëÿ ëþáîãî ε > 0

∃ n(1)ε ∈ N : ∀ n > n(1)ε → an ∈ Uε(a).

∃ n(2)ε ∈ N : ∀ n > n(2)ε → cn ∈ Uε(a).

Ïóñòü n = max{n(1)ε ; n
(2)
ε }. Òîãäà

∀ n > nε → bn ∈ [an; cn] ⊂ Uε(a).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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