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Ïðåäåë ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷èñëîâûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå X
òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Rn, n ∈ N.

f : X → R, X ⊂ Rn,

Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f . ×åðåç
f (x) = f (x1, . . . , xn) îáîçíà÷àåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè f â òî÷êå
x = (x1, . . . , xn) ∈ X .

Ãðàôèêîì ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê

{(x , xn+1) = (x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Rn+1 : x ∈ X , xn+1 = f (x)}.
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Îïðåäåëåíèå

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f

1 îïðåäåëåíà â òî÷êå x , åñëè x ∈ X ;

2 íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x , åñëè x 6∈ X ;

3 îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå E , åñëè E ⊂ X .

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå E è x (0) � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà E . ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x → x (0) ïî
ìíîæåñòâó E (ïèøåòñÿ lim

E3x→x (0)
f (x) = A), åñëè

1 ∀ ε > 0 → ∃U(x (0)) : f (E ∩ Ů(x (0))) ⊂ Uε(A), èëè

2 ∀ {x (m)} : x (m) ∈ E \ {x (0)}, x (m) → x (0) ïðè m→∞ → lim
m→∞

f (x (m)) = A.

Çäåñü äàíû äâà îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà, èõ ýêâèâàëåíòíîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ
òàê æå, êàê â ñëó÷àå n = 1.
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Óïðàæíåíèå

Ñôîðìóëèðóéòå îáîáùåíèå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà íà ñëó÷àè A ∈ R, A ∈ R̂,
îðèåíòèðóÿñü íà ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåíèÿ äëÿ n = 1.

Çàìå÷àíèå

Åñëè E ⊃ Ůδ(x (0)) ïðè íåêîòîðîì δ > 0, òî âìåñòî lim
E3x→x (0)

f (x) ïèøóò ïðîñòî

lim
x→x (0)

f (x) è ýòîò ïðåäåë íàçûâàþò ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x → x (0).
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Òåîðåìà (êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà
ôóíêöèè)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå E è x (0) � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà E . Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà lim

E3x→x (0)
f (x)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Êîøè:

∀ ε > 0 → ∃ δ > 0 : ∀ x ′, x ′′ ∈ E ∩ Ůδ(x (0)) → |f (x ′)− f (x ′′)| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî íå îòëè÷àåòñÿ ïî ñóùåñòâó îò äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ôóíêöèé
îäíîãî ïåðåìåííîãî.

Ïðåäåëû ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïî ìíîæåñòâó îáëàäàþò
àðèôìåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è ñâîéñòâàìè, ñâÿçàííûìè ñ íåðàâåíñòâàìè,
àíàëîãè÷íûìè ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì ïðåäåëîâ ôóíêöèé îäíîãî
ïåðåìåííîãî. Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâàì
ñîîòâåòñâóþùèõ òåîðåì äëÿ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî.
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Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå E ⊂ Rn, íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà

ìíîæåñòâå E , åñëè ìíîæåñòâî f (E ) îãðàíè÷åíî, òî åñòü åñëè ñóùåñòâóåò
÷èñëî B > 0 òàêîå, ÷òî

|f (x)| 6 B ∀ x ∈ E .

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ îãðàíè÷åííîñòè ñâåðõó è îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó
ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå E .

Òåîðåìà

Ïóñòü E ⊂ Rn, x (0) � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E , è ïóñòü ñóùåñòâóåò
êîíå÷íûé ïðåäåë lim

E3x→x (0)
f (x). Òîãäà ïðè íåêîòîðîì δ > 0 ôóíêöèÿ f

îãðàíè÷åíà íà E ∩ Ůδ.

Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê â ñëó÷àå n = 1, E = U(x0).
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Îïðåäåëåíèå

Åñëè â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ôóíêöèè f : X → R ïî ìíîæåñòâó E ⊂ X â
êà÷åñòâå ìíîæåñòâà E âçÿòî ïðè íåêîòîðîì δ0 > 0 ïåðåñå÷åíèå Ůδ0(x (0)) ñ
íåêîòîðîé êðèâîé Γ (ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x (0)), ëèáî ñ ïðÿìîé L (ïðîõîäÿùåé
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f (x) ñîâïàäàåò ñ lim
t→0+0

f (x
(0)
1 + te1, . . . , x

(0)
n + ten), ãäå

e = (e1, . . . , en).
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Åñëè ôóíêöèÿ f èìååò ïðåäåë â òî÷êå x (0), òî îíà èìååò â ýòîé òî÷êå è
ïðåäåëû ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ ýòèõ ïðåäåëîâ ñîâïàäàþò ñ
ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x (0).

Îáðàòíîå íåâåðíî, ÷òî âèäíî íà ïðèìåðå
ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

f (x , y) =

{
1 ïðè y = x2,

0 ïðè y 6= x2,

êîòîðàÿ â òî÷êå (0, 0) íå èìååò ïðåäåëà, íî èìååò ðàâíûå íóëþ ïðåäåëû ïî
êàæäîìó íàïðàâëåíèþ.

Óïðàæíåíèå

Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ

f (x , y) =
xy

x2 + y2
(x2 + y2 > 0)

èìååò â òî÷êå (0, 0) ïðåäåë ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ, çíà÷åíèå êîòîðîãî
çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ.
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Íà ïðèìåðå ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ðàññìîòðèì èíîå ïîíÿòèå
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, ñîñòîÿùåå â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå
ïî ðàçëè÷íûì ïåðåìåííûì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0).
Ïîâòîðíûìè ïðåäåëàìè ôóíêöèè f â òî÷êå (x0, y0) íàçûâàþò ïðåäåëû

lim
x→x0

(
lim
y→y0

f (x , y)

)
, lim

y→y0

(
lim
x→x0

f (x , y)

)
.
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Ïîêàæåì íà ïðèìåðàõ, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïîâòîðíûõ ïðåäåëîâ íå ñâÿçàíî ñ
ñóùåñòâîâàíèåì îáû÷íîãî ïðåäåëà.

Ïðèìåð

f (x , y) =
xy

x2 + y2
(x2 + y2 > 0).

Îáà ïîâòîðíûõ ïðåäåëà ñóùåñòâóþò è ðàâíû íóëþ, à lim
(x,y)→(0,0)

f (x , y) íå

ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð

g(x , y) =

{
y sin 1

x ïðè x 6= 0,

0 ïðè x = 0.

Òîãäà lim
(x,y)→(0,0)

g(x , y) = 0, lim
x→0

( lim
y→0

g(x , y)) = 0, à ïîâòîðíûé ïðåäåë

lim
y→0

( lim
x→0

g(x , y)) íå ñóùåñòâóåò.
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Ïðèìåð

h(x , y) =
y2

x2 + y2
(x2 + y2 > 0).

lim
x→0

( lim
y→0

h(x , y)) = 0 6= lim
y→0

( lim
x→0

h(x , y)) = 1.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò lim
(x,y)→(0,0)

f (x , y) = A ∈ R è ïðè íåêîòîðîì

δ > 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ Ůδ(0) ñóùåñòâóåò lim
x→0

f (x , y), òî ñóùåñòâóåò

lim
y→0

( lim
x→0

f (x , y)) = A.

TrushinBV.ru Ïðåäåë ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ 14 ôåâðàëÿ 2014 ã. 11 / 14



Ïðèìåð

h(x , y) =
y2

x2 + y2
(x2 + y2 > 0).

lim
x→0

( lim
y→0

h(x , y)) = 0 6= lim
y→0

( lim
x→0

h(x , y)) = 1.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò lim
(x,y)→(0,0)

f (x , y) = A ∈ R è ïðè íåêîòîðîì

δ > 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ Ůδ(0) ñóùåñòâóåò lim
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Ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå â òî÷êå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ôóíêöèÿ
f : X → R, X ⊂ Rn,

îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå E ⊂ Rn (òî åñòü E ⊂ X ), è ïóñòü x (0) ∈ E .
Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x (0) ïî ìíîæåñòâó E , åñëè

1 ∀ ε > 0 → ∃∃U(x (0)) : f (E ∩ U(x (0))) ⊂ Uε(f (x (0)))), èëè

2 ∀ {x (m)} : x (m) ∈ E , x (m) → x (0) ïðè m→∞ → lim
m→∞

f (x (m)) = f (x (0)).

Çäåñü äàíû äâà îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå ïî ìíîæåñòâó.
Èõ ýêâèâàëåíòíîñòü âûòåêàåò èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ
îïðåäåëåíèé ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå.
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Ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå â òî÷êå
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Ñëåäóåò ó÷åñòü ÷òî

1 Åñëè x (0) � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E , òî íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f
â òî÷êå x (0) ïî ìíîæåñòâó E ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî

lim
E3x→x (0)

f (x) = f (x (0)).

2 Åñëè x (0) � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E , òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f
íåïðåðûâíà â òî÷êå x (0) ïî ìíîæåñòâó E , à ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèè f â
òî÷êå x (0) ïî ìíîæåñòâó E íå îïðåäåëåíî.
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Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â òî÷êå x (0) ïî ìíîæåñòâó
E , è ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f íà E ∩ Uδ(x (0)) ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì δ > 0 î÷åâèäíû, åñëè x (0) � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E , è
âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ, åñëè x (0) �
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E .

Ëåììà î ñîõðàíåíèè çíàêà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x (0) ∈ E ïî ìíîæåñòâó E , f (x (0)) 6= 0.
Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

∀ x ∈ E ∩ Uδ(x (0)) → sign f (x) = sign f (x (0)).

Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê â ñëó÷àå n = 1.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

∀ x ∈ E ∩ Uδ(x (0)) → sign f (x) = sign f (x (0)).

Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê â ñëó÷àå n = 1.
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