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Èçîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íûìè

äåñÿòè÷íûìè äðîáÿìè

Ïóñòü çàäàíî a > 0. Ïî ïðèíöèïó Àðõèìåäà ∃ n0 ∈ N: n0 > a. Íàéäåì α0 ∈ N0:
α0 6 a < α0 + 1.

Ðàçîáüåì ïîëóèíòåðâàë I0 = [α0, α0 + 1) íà äåñÿòü ðàâíûõ
ïîëóèíòåðâàëîâ è îáîçíà÷èì ÷åðåç I1 òîò èç íèõ, êîòîðûé ñîäåðæèò a:

I1 =

[
α0, α1; α0, α1 +

1

10

)
3 a.

Ðàçîáüåì I1 íà 10 ðàâíûõ ïîëóèíòåðâàëîâ è îáîçíà÷èì ÷åðåç I2 òîò èç íèõ,
êîòîðûé ñîäåðæèò a:

I2 =

[
α0, α1α2; α0, α1α2 +

1

100

)
3 a.
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Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷èì ñèñòåìó âëîæåííûõ äåñÿòè÷íûõ
ïîëóèíòåðâàëîâ {In} ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì, In = [an, an),

an = α0, α1 . . . αn, an = an +
1

10n
,

∀ n ∈ N → a ∈ In.

Ïðè ýòîì an íàçûâàåòñÿ íèæíèì, à an âåðõíèì n-çíà÷íûì äåñÿòè÷íûì

ïðèáëèæåíèåì ÷èñëà a.

Ìû óñòàíîâèëè ñîîòâåòñòâèå

a→ {In} = {[an, an)}.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñèñòåì âëîæåííûõ äåñÿòè÷íûõ ïîëóèíòåðâàëîâ ñ íåïóñòûì
ïåðåñå÷åíèåì îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñîîòâåòñòâèå a→ {In} ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì
ñîîòâåòñòâèåì

{a ∈ R : a > 0} ↔ Ω.
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Îïðåäåëåíèå

Ñèìâîë α0, α1α2 . . . ñ α0 ∈ N0 è αi ∈ {0, 1, 2, . . . , 9} ïðè i ∈ N íàçûâàåòñÿ
áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáüþ.

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâèå:

{In} → α0, α1α2 . . . , {In} ∈ Ω,

åñëè In =

[
an, an +

1

10n

)
, an = α0, α1α2 . . . αn.

Êàæäîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó a > 0 ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå
áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü

a→ α0, α1α2 . . .

ïî ïðàâèëó
a→ {In} → α0, α1α2 . . .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì êàæäîé êîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè a ïîñòàâëåíà â
ñîîòâåòñòâèå áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç äàííîé
êîíå÷íîé ïðèïèñûâàíèåì ñïðàâà íóëåé.
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Èçó÷èì ïîäðîáíåå ñîîòâåòñòâèå a→ {In} → α0, α1α2 . . . .

Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ïðàâûõ êîíöîâ ñèñòåìû âëîæåííûõ äåñÿòè÷íûõ
ïîëóèíòåðâàëîâ íàçîâåì çàñòîéíîé, åñëè

∃ n0 ∈ N : an0 = an0+1 = an0+2 = . . .

Ëåììà

Ñèñòåìà âëîæåííûõ äåñÿòè÷íûõ ïîëóèíòåðâàëîâ {In} èìååò îáùóþ òî÷êó (òî
åñòü ïðèíàäëåæèò Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íå
ÿâëÿåòñÿ çàñòîéíîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ In ∀ n ∈ N. Òîãäà

a < an ∀ n ∈ N, lim
n→∞

an = a,

îòêóäà âèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íå ìîæåò áûòü çàñòîéíîé.

Ïóñòü òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íå ÿâëÿåòñÿ çàñòîéíîé. Ðàññìîòðèì
ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ {Īn} = {[an, an]}. Ïî òåîðåìå î âëîæåííûõ
îòðåçêàõ ∃ a ∈ Īn ∀ n ∈ N. Ïðè ýòîì a 6 an ∀ n ∈ N. Åñëè an0 = a ïðè
íåêîòîðîì n0, òî {an} � çàñòîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî,
a < an ∀ n ∈ N, òî åñòü a ∈ In ∀ n ∈ N, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ëåììà äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ In ∀ n ∈ N. Òîãäà
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Îïðåäåëåíèå

Íàçîâåì áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü íåäîïóñòèìîé, åñëè îíà èìååò âèä
α0, α1α2 . . . αn9999 . . .. Îñòàëüíûå áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè áóäåì
íàçûâàòü äîïóñòèìûìè.

Ëåììà

Ñîîòâåòñòâèå
{In} → α0, α1α2 . . . , {In} ∈ Ω,

ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ìíîæåñòâîì Ω è
ìíîæåñòâîì âñåõ äîïóñòèìûõ áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé:

Ω↔ {äîïóñòèìûå áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè}
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {In} ∈ Ω. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{an} íå ÿâëÿåòñÿ çàñòîéíîé.

Äîïóñòèì, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ {In}, ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
íåêîòîðîì n0 ∈ N äëÿ âñåõ n > n0 ïîëóèíòåðâàë In+1 ÿâëÿåòñÿ êðàéíèì
ïðàâûì èç äåñÿòè ïîëóèíòåðâàëîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ In. Íî òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàñòîéíàÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.
Òàêèì îáðàçîì,

Ω→ {äîïóñòèìûå áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè}.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå. Â ñàìîì äåëå,
ðàçëè÷íûì {In} è {I ′n} îòâå÷àþò, î÷åâèäíî, ðàçëè÷íûå äîïóñòèìûå
áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {In} ∈ Ω. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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íåêîòîðîì n0 ∈ N äëÿ âñåõ n > n0 ïîëóèíòåðâàë In+1 ÿâëÿåòñÿ êðàéíèì
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áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè.
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Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî äëÿ âñÿêîé äîïóñòèìîé áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè
íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {In}, êîòîðîé èìåííî ýòà äîïóñòèìàÿ
áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü îêàçàëàñü ïîñòàâëåííîé â ñîîòâåòñòâèå.

Ïóñòü
α0, α1α2 . . . � ïðîèçâîëüíàÿ äîïóñòèìàÿ áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü.
Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {In} = {[an, an)}, äëÿ êîòîðîé

an = α0, α1α2 . . . αn, an = an +
1

10n
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ïðè ýòîì íå ÿâëÿåòñÿ çàñòîéíîé, òàê êàê èíà÷å âñå
äåñÿòè÷íûå çíàêè ÷èñëà an, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n0, áûëè áû ðàâíû 9, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò äîïóñòèìîñòè íàøåé áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè.
Ñëåäîâàòåëüíî, {In} ∈ Ω ïî ïðåäûäóùåé ëåììå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {In} ñîîòâåòñòâóåò èìåííî íàøà äîïóñòèìàÿ áåñêîíå÷íàÿ
äåñÿòè÷íàÿ äðîáü.
Ëåììà äîêàçàíà.
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Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî äëÿ âñÿêîé äîïóñòèìîé áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè
íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {In}, êîòîðîé èìåííî ýòà äîïóñòèìàÿ
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ïðîòèâîðå÷èò äîïóñòèìîñòè íàøåé áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè.
Ñëåäîâàòåëüíî, {In} ∈ Ω ïî ïðåäûäóùåé ëåììå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {In} ñîîòâåòñòâóåò èìåííî íàøà äîïóñòèìàÿ áåñêîíå÷íàÿ
äåñÿòè÷íàÿ äðîáü.
Ëåììà äîêàçàíà.
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Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî äëÿ âñÿêîé äîïóñòèìîé áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè
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äåñÿòè÷íàÿ äðîáü.
Ëåììà äîêàçàíà.

TrushinBV.ru Áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè 26 íîÿáðÿ 2013 ã. 9 / 12



Òåïåðü î÷åâèäíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà

Îòîáðàæåíèå
a→ α0, α1α2 . . .

ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâîì âñåõ äîïóñòèìûõ áåñêîíå÷íûõ
äåñÿòè÷íûõ äðîáåé:

{a : a ∈ R, a > 0} ↔ {äîïóñòèìûå áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè}
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Ðàñïðîñòðàíèì îòîáðàæåíèå ýòî íà ìíîæåñòâî R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
äîîïðåäåëèâ åãî äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë −a < 0 ñîîòâåòñòâèåì

−a→ −α0, α1α2 . . . ,

åñëè a↔ α0, α1α2 . . . .

Ïðè ýòîì

(−a)n=−α0, α1 . . . αn−
1

10n
,

(−a)n=−α0, α1 . . . αn

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíèì è âåðõíèì n-çíà÷íûì ïðèáëèæåíèåì

÷èñëà −a.
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Ðàñïðîñòðàíèì îòîáðàæåíèå ýòî íà ìíîæåñòâî R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
äîîïðåäåëèâ åãî äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë −a < 0 ñîîòâåòñòâèåì

−a→ −α0, α1α2 . . . ,

åñëè a↔ α0, α1α2 . . . .
Ïðè ýòîì

(−a)n=−α0, α1 . . . αn−
1

10n
,

(−a)n=−α0, α1 . . . αn

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíèì è âåðõíèì n-çíà÷íûì ïðèáëèæåíèåì

÷èñëà −a.
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Îòîáðàæåíèå, äîîïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, âçàèìíî
îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ìíîæåñòâîì R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë è ìíîæåñòâîì âñåõ (ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ) äîïóñòèìûõ
áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé. Ïîñòðîåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå äàåò âîçìîæíîñòü çàïèñûâàòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà â âèäå
äîïóñòèìûõ áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé âèäà

a = ±α0, α1α2 . . .

Ýòî ñîîòâåòñòâèå ïîçâîëÿåò òàêæå ïåðåíåñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ è îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâî âñåõ (ïîëîæèòåëüíûõ è
îòðèöàòåëüíûõ) äîïóñòèìûõ áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé.
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