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Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè y = ax (a > 0, a 6= 1), íàçûâàåòñÿ
ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé è îáîçíà÷àåòñÿ y = loga x . Â ñëó÷àå a = e îíà
îáîçíà÷àåòñÿ ln x = loge x .

Òåîðåìà

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

loga x : (0,+∞)→ (−∞,+∞)

ñòðîãî ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà íà (0,+∞), a îáëàñòü åå çíà÷åíèé �
(−∞,+∞).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a > 1. Òîãäà inf
(−∞,+∞)

ax = 0, sup
(−∞,+∞)

ax = +∞.

Â

ñàìîì äåëå, an = (1 + α)n > 1 + nα→ +∞, a−n <
1

1 + nα
→ 0 (n→∞).

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé îá îáðàòíîé ôóíêöèè.
Ñëó÷àé 0 < a < 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Èç òîãî, ÷òî ïðè a 6= 1 ïîêàçàòåëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ
âçàèìíî îáðàòíûìè, âûòåêàþò òîæäåñòâà

aloga x = x , loga a
x = x .

Óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè.
1◦. loga xy = loga x + loga y ïðè x , y > 0.

aloga x+loga y = aloga xaloga y = xy = aloga xy .

2◦. loga x
α = α loga x ïðè x > 0, α ∈ R.

aα·logα x = (aloga x)α = xα = aloga x
α

.

3◦. loga b · logb a = 1 ïðè a > 0, b > 0, a 6= 1, b 6= 1.

aloga b·logb a = (aloga b)logb a = blogb a = a = a1.
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Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü α ∈ R. Ôóíêöèÿ x → xα : (0,+∞)→ (0,+∞) íàçûâàåòñÿ ñòåïåííîé

ôóíêöèåé ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè α.

Ñòåïåííóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

xα = (e ln x)α = eα ln x .

Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè ñóïåðïîçèöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñòåïåííàÿ
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (0,+∞).
Ïðè α > 0 ñòåïåííóþ ôóíêöèþ äîîïðåäåëÿþò â òî÷êå 0 çíà÷åíèåì 0. Òîãäà
îíà ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíîé íà [0,+∞).
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Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

Ëåììà

∀ x ∈ R → | sin x | 6 |x |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà 0 < x <
π

2
. Ðàññìîòðèì ÷àñòü

òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî êðóãà, ëåæàùóþ â ïåðâîì êâàäðàíòå.

Ïóñòü ðàäèàííàÿ ìåðà óãëà ∠AOB ðàâíà x . Òîãäà äëèíà äóãè AB ðàâíà x , à
sin x = BC . Èç øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî

sin x = BC < BA < x .
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Ýòèì íóæíàÿ îöåíêà óñòàíîâëåíà ïðè 0 < x <
π

2
. Â ñèëó ÷åòíîñòè îáåèõ

÷àñòåé íåðàââåíñòâà îíà âåðíà è ïðè −π
2
< x < 0. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

ïðè x = 0 è ïðè |x | > 1 ýòà îöåíêà î÷åâèäíà.

Òåîðåìà

Ôóíêöèè sin x , cos x , tg x , ctg x íåïðåðûâíû íà îáëàñòÿõ èõ îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ y = sin x íåïðåðûâíà â ïðîèçâîëüíîé
òî÷êå x0 ∈ R. Èìååì

∆y = sin(x0 + ∆x)− sin x0 = 2 cos

(
x0 +

∆x

2

)
sin

∆x

2
.

Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû

|∆y | 6 2

∣∣∣∣sin
∆x

2

∣∣∣∣ 6 |∆x |,

òàê ÷òî ∆y → 0 ïðè ∆x → 0, ÷òî è äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè sin x
â òî÷êå x0.
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Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè cos x ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íî èëè

âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì cos x = sin
(
x +

π

2

)
è òåîðåìîé î íåïðåðûâíîñòè

ñóïåðïîçèöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ôóíêöèè tg x =
sin x

cos x
, ctg x =

cos x

sin x
íåïðåðûâíû â òî÷êàõ, ãäå çíàìåíàòåëè

îòëè÷íû îò íóëÿ, êàê ÷àñòíûå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
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Ñèìâîëàìè
arcsin x : [−1; 1]→

[
−π

2
;
π

2

]
,

arccos x : [−1; 1]→ [0;π] ,

arctg x : (−∞;∞)→
(
−π

2
;
π

2

)
,

arcctg x : (−∞;∞)→ (0;π)

îáîçíà÷àþòñÿ ôóíêöèè, îáðàòíûå ê ñóæåíèþ sin x íà
[
−π

2
,
π

2

]
, ê ñóæåíèþ

cos x íà [0, π], ê ñóæåíèþ tg x íà
(
−π

2
,
π

2

)
, ê ñóæåíèþ ctg x íà (0, π)

ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà

Ôóíêöèè arcsin x , arccos x , arctg x , arcctg x íåïðåðûâíû íà îáëàñòÿõ èõ
îïðåäåëåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè.
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Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
Íåêîòîðûå çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû

lim
x→0

sin x

x
= 1

Ðàññìàòðèâàÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì êðóãå ñåêòîð ñ óãëîì ðàäèàííîé ìåðû

x , 0 < x <
π

2
, è äâà òðåóãîëüíèêà ñ òåì æå óãëîì è ñðàâíèâàÿ èõ ïëîùàäè,

ïîëó÷àåì
1

2
sin x <

1

2
x <

1

2
tg x ,

îòêóäà

cos x <
sin x

x
< 1, 0 < x <

π

2
.
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Èç ÷åòíîñòè ôóíêöèé
sin x

x
è cos x ñëåäóåò, ÷òî òå æå íåðàâåíñòâà âåðíû è

ïðè 0 < |x | < π

2
. Ïåðåõîäÿ â íèõ ê ïðåäåëó ïðè x → 0 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

cos x → cos 0 = 1 â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè cos x , äîêàçûâàåì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

lim
x→0

tg x

x
= 1

Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè cos x èìååì

lim
x→0

tg x

x
= lim

x→0

sin x

x
lim
x→0

1

cos x
= 1 · 1 = 1.
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lim
x→0

arcsin x

x
= 1

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f (y) =
y

sin y
ïðè 0 < |y | < π. Ïóñòü y = arcsin x , òîãäà

f (arcsin x) =
arcsin x

x
.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ
arcsin x

x
ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóïåðïîçèöèè äâóõ

ôóíêöèé. Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè arcsin x â òî÷êå x = 0 è òåîðåìó
î ïðåäåëå ñóïåðïîçèöèè äâóõ ôóíêöèé, çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî.

lim
x→0

arctg x

x
= 1

Ïðåäñòàâèâ
arctg x

x
â âèäå

y

tg y
ïðè y = arctg x , ïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèÿ èç

ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà.
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lim
x→0

(1 + x)
1
x = e

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî
lim

x→0+0
(1 + x)

1
x = e.

Íàïîìíèì, ÷òî lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= lim

n→∞

(
1 + 1

n

)n+1
= e è ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå

ýòîãî áûëî óñòàíîâëåíî óáûâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{(
1 +

1

n

)n+1
}
.

Ïóñòü 0 < x < 1, nx ∈ N,
1

nx + 1
< x 6

1

nx
. Òîãäà(

1 +
1

nx + 1

)nx

6 (1 + x)
1
x 6

(
1 +

1

nx

)nx+1

.

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé àðãóìåíòà x .
Ïîýòîìó

∃ lim
x→0+0

(
1 +

1

nx

)nx+1

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

= e.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü äâîéíîãî íåðàâåíñòâà òàêæå
ñòðåìèòñÿ ê e.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ, ïîëó÷àåì lim

x→0+0
(1 + x)

1
x = e.
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Ïîêàæåì, ÷òî
lim

x→0−0
(1 + x)

1
x = e.

Ïóñòü −1 < x < 0. Ïîëîæèâ y = −x , z =
y

1− y
=
−x

1 + x
> 0, èìååì

(1 + x)
1
x = (1− y)−

1
y =

(
1

1− y

) 1
y

=

(
1 +

y

1− y

) 1
y

= (1 + z)
1
z +1.

Òàêèì îáðàçîì,

(1 + x)
1
x = (1 + z)

1
z +1
∣∣
z= −x

1+x

, −1 < x < 0,

òî åñòü ôóíêöèÿ (1 + x)
1
x ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóïåðïîçèöèè (f ◦ ϕ)(x) äâóõ

ôóíêöèé, ãäå

f : (0,+∞)→ R, ϕ : (−1, 0)→ (0,+∞),

ïðè÷åì lim
x→0−0

ϕ(x) = 0, lim
z→0+0

f (z) = e.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ïðåäåëå ñóïåðïîçèöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî lim
x→0−0

(1 + x)
1
x = e.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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y

1− y
=
−x

1 + x
> 0, èìååì

(1 + x)
1
x = (1− y)−

1
y =

(
1

1− y

) 1
y

=

(
1 +

y

1− y

) 1
y

= (1 + z)
1
z +1.

Òàêèì îáðàçîì,

(1 + x)
1
x = (1 + z)

1
z +1
∣∣
z= −x

1+x

, −1 < x < 0,

òî åñòü ôóíêöèÿ (1 + x)
1
x ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóïåðïîçèöèè (f ◦ ϕ)(x) äâóõ

ôóíêöèé, ãäå
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
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lim
x→0

loga(1 + x)

x
= loga e (a > 0, a 6= 1)

Ïðåäñòàâèâ
1

x
loga(1 + x) = loga(1 + x)

1
x â âèäå ñóïåðïîçèöèè

ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè è ôóíêöèè ϕ(x) = (1 + x)
1
x , ïðèìåíÿåì òåîðåìó î

ïðåäåëå ñóïåðïîçèöèè.

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1

Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a (a > 0, a 6= 1)

Ïóñòü y = ax − 1. Òîãäà x =
ln(1 + y)

ln a
,
ax − 1

x
=

y ln a

ln(1 + y)

∣∣∣
y=ax−1

. Îñòàåòñÿ

âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î ïðåäåëå ñóïåðïîçèöèè.
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lim
x→0

ex − 1

x
= 1

Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

Èç ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè x → 0:

x ∼ sin x ∼ tg x ∼ arcsin x ∼ arctg x ∼ ln(1 + x) ∼ ex − 1.

Óïðàæíåíèå

Äîêàæèòå, ÷òî

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α.
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