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� �������	
 �����	 ������ � ��������� ��������	 ������� ���������� ��	�
������� ������	 �� ����	� ��	�������� ����������� ���� � (M) ��	�����
�����  �� ������� �����	����� �����
 ������������ !"� #���� $%&'(� α0

!)��� *������� $+,'(� ��
��� !#( !-��.� .���� $/0'(� ��	��������������
!1� 2�	���� $%+'(� ���������������� !#�#� ��
��	�� $+'(� �����������	���

����3�� !4�5� 6�������
 $//'(� ��	������ ����3������� ������	��� !-��
.� .���� $/0'( � ��	������ ���� (S+) !7� 2����	� $%0'(� ������ � ����	������
�	������	 ������ �������	������ (O)� ���	�����	 ��� �������	����	 �	��	�
���	������� �	8	��
 ��	�������� ����	��
 �����	 �������	������ ��	���
����� 6���������� �	������	 �	��	�� ���	������� �	8	��
 ��	��������
����	��
 � ����3������ �	��	��� � ��	�������� ����������� ����� )���	�
��	��� ���������� � �3	���
 �������� ��� �	������� ����������3������ ��	��
9	�������� ����	������ ��� ������	��� ���	
 ��	�� �	���� :������� �����
��	
 ��� �	�������� ������ ���	�� ����� � ����3������ �	��	����  ����
;��
 ������ �������	� �	�������� ����	���3�� ����� $+<'� �������������	 
�����	 $+0'�
)�	���� !$='�$/,'�$/+'�$/0'(� ��� �����	 ���	�	 ������ ��� ;�������	����

����	��
 ��>�� ������������ ��� ����3�����	 �	��	���� !�?(  �����
���� ����������	 E@ ��
�� u ∈ K ����
� ���

(Au, v − u) � 0, ∀v ∈ K, !/�/(

��	 K � ��������	 ������	 ������>	��� �� E� A � ��	������ �	
������
 ��
����������� E  �����>	���	 ����������� E∗� (f, u) � �����	
��� :���� ��
E∗ × E  R�
6��		 �� ���	� ��	���������� ��� ���>	��� K ����	���  ��	

K = {u ∈ E : Fu = 0}, !/�+(

��	 F : E → E∗ � ���������
 �	���	��	����
 ��	������ A���	��		 ��	������
>	��	 �	 ���������	� �������� ��������	��� !���� ������	�� $/0'(�
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���� K = ψ + N �  �	 ψ ∈ E� N ! �����
�	 �������
���
�� �� E� 
� �� �����
������	�
�� ���	� ��
� u ∈ ψ +N 
���� �
�

(Au, v) = 0 ∀v ∈ N. ���"�
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��� �
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��� ���	 ��� ���"� &��	
 ��$�
'�( �&�&,	����
��	��� ���	��

-����
��� �	�	��
�� ����	���

Fu+ εAu = 0, ε > 0. ���.�

���� ��	�
�� A ����)�
��	� � ��	�������
��	�� 
� ���� /�"0� ����	��	 ���.�
��		
 �	1	��	 u = uε� � ��&( ��&� ��	�	�'�( 
��� ����	�
� {uε} ���
ε→ +0 (��(	
�( �	1	��	� ������
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����� 8�+� � 4���� ��<� /90� /=0� � �
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������
 �����	��$	 ��
ε �)	��� ������
� �2������
� �	1	��� �
�2 ��� � �	1	��� ��2����� �����
� �����	 ��
��$2 ���	�1�
 ��	�	�'�$� �	�	2�� ��� ε→ +0�

:�
' 45# �����	
�( � ��	���,	�� +��
' Ω0 ! ����	�	���	� � �	&�*
�� ����	�'�$�� ��(� �������
 � �&��
' Ω ⊂ Ω0� Ω1 = Ω0\Ω� -����
���
� Ω �	���� ���������� ��	��� ���� ��( ���'�� �����
��	��� � ���	��� �
��	�
�� P �
��� � ���(�� Pu = f, u|∂Ω = 0.
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� ������ $���� �$������ ��� ��$���%

� ������ ��������� ���
��� ������� Ω � ��&������
��� ��������� P � '��
������ ��������� ���$�
� �� ��������� ����$��������� ���
�� �������� � ���%
����� (��)� ����� ���

� �$%$� ��$��	
���� ���������
�� ����
�� 
� ���
���
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������
(����������

�� 
����������*� ����
��� ������� ������ ���������� ������%
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��� �����	
���

,�	� �� ���� ������	������� �����)� ���$
���
��� 
� ���������� &�� ���%
��-

E � ��)�����

�� ����������
�� ���������
�� ��
� ��� �������
����.
En / �������������
���� ��
��
����
� ����������
��� � E ������ ���-

dimEn = n, En ⊂ En+1 ∀n ∈ N,
⋃
n�1

En = L, L = E;

un → u � ����
�� � �������� {un} � &����
� u ∈ E.
un ⇀ u � ������ � �������� {un} � &����
� u ∈ E.
D � �������� ����
���

�� ������� ����
�	����� �$ E.
,�������
�� ������ ��
���

� ��$������)�� �
����

ϕ (t) : R+ → R+ � ������ ��� ϕ (0) = 0 � ϕ (t)→ +∞ ��� t→ +∞.
,������)�� �
���� M (t) : R+ → R+;
"
���� m (u, v) : E × E → R+ ������ ���- m (u, v) > 0 ��� u 	= v�

lim m (u, v) \ ‖u− v‖ = +∞ ��� ‖v‖ → +∞� � ���������

�� u ∈ E, ���
&��� �����
����� ������� ���� un ⇀ u � m (u, v)→ 0� �� un → u.

+��� lim
n→∞ ���� ���$
����� ��� lim�

ω � ����
���

�� ������� R
n�

Lp(ω) � ��)�����

�� �������
���� 0����� � 
�����

‖u‖0,p,ω =

(∫
ω

|u|pdx
)1/p

, p � 1.
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W k,p(ω) � ������������ 	
���
������ ������� � ��
���

‖u‖k,p,ω =

⎛⎝∫
ω

∑
|α|�k

(|Dαu|2)p/2 dx
⎞⎠1/p

, p � 1.

W 1,p
0 (ω) � ������������ 	
���
������ ������� � ������� ������ �� �
�����

� ��
���

|u|1,p,ω =

⎛⎝∫
ω

∑
|α|=1

(|Dαu|2)p/2 dx
⎞⎠1/p

, p � 1.

��������� ���������� �������� ������
������

Hk(ω) = W k,2(ω); H1
0(ω) = W 1,2

0 (ω).
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������� ���� �������� ��	�
�����	������� ���� E � ��	�
��� ������	�
���� X � 	��������		�� ������	���� {An} � ������������	��� ��	��	�

����	� �		�
 ��������� �� E � X�

������ ���� ��! "�#���� u �� E ������������	��� {‖Anu‖} ����	� �	�� �
����	� �	� � ������������	��� {‖An‖}�
������� ��	� ���� E 	��������		�� ������	���� ������������	���
{un} ����� �
����! " $����	� u ∈ E� ���� � ���"� ����� "���� ������
�������	��� {‖un‖} ����	� �	� � lim(f, un) = (f, u) ��! ���������	�
 f ��
	�"������ ���	��� � E∗ �	�#���� %�	"&��	�����


���� ���� '��� un ⇀ u � ��	�
���� ������	���� � ‖u‖ � lim‖un‖�
������� ���� (�%��"���	�� ��	�
��� ������	��� ����� ���	��

������� ���� ) ��%��"���	�� ��	�
���� ������	��� "�#��� ���"	���
*�� ����� "����"�	� +���������	�� "�#��! ����	� �		�! �������������
	��� ���� ����� �
��!,�-�! ���������������	����


���� ��	� '��� ��� ����� �
��!,���! ���������������	��� ����	� �		��
������������	��� {un} � ��%��"���	�� ��	�
���� ������	��� �
��!�! "
��	��� � ��� #� $����	� u� � u !��!��! ������ �������� $�� ��������
�����	����
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 �������� ���	
���	
�� E ������
	��

	
���� ��������� 	�� �� �	����� ‖u‖, ‖v‖ � 1 � u 	= v 	���
 ‖u+ v‖ < 2;
��������� ��������� 	�� ��� ������ ������
������ ε ����
	� 
��� ���

����
���� δ 
���� �
� �� �	����� ‖u‖, ‖v‖ � 1 � ‖u − v‖ � ε 	���


‖u+ v‖ < 2(1− δ).

������ 	
�
 ��	
� E ��������� ������� ���	
���	
�� !����

�� E �"��	����#

�� �� �	����� un ⇀ u� ‖un‖ → ‖u‖ 	���
 un → u 
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 $������� %
��� ������ ���
� �� §5 �� � ����

��� �����	
�� �
��	���
�	�

�	
���� ������	�� �����
� 
� 	���� ��� ��� ��� ����

����������� 	
�
 J : E → E∗ ����
	� �
�������� ����	
����	
� �
�

��	�
���� "���&�� ϕ� 	�� ∀u ∈ E

(Ju, u) = ‖Ju‖ · ‖u‖ , ‖Ju‖ = ϕ (‖u‖) .
�������� 	
�
 '� �������� 	���
� �
� ����
�� ����	
����	
� �����

���� 

����������� 	
�
 A : E → E∗ ������
	�� ����������� 	�� ∀u, v ∈ E ���

�����
	� �	����

(Au− Av, u− v) � 0;

��	��� ����������� 	�� ��� �	� u 	= v �� E �������
	� �	����

(Au− Av, u− v) > 0;

��
���	�	������ 	�� �� un → u 	���
 Aun ⇀ Au.

������ 	
�
 (	�� E ���	
���	
�� 	� 	
���� �������� 	���������� 
�

�
������� ����	
����	
� J �
��	�
���� "���&�� ϕ ���������� �����

���� ����
���� � ����������� )
� �
������� ���
 	
���� ����
���

���� 	�� ���	
���	
�� E 	
���� ������� 

�������� 	
�
 !���� ��� 	
	
����� ������� �������
 � ���	
����

	
���� ��
��� �"��	���� � 	
���� ������� ��	
 	� 	���� 	��������� 

*
��� ���������� ��� %
�� � ����
	� 	�+	
����� ���������� 

������ 	
�  �����
 ,�� ������ a > 1 � E ����
	� 
���� ����� ‖ · ‖a� �
� E

� E∗ 	������� ������� ‖ · ‖a � ‖ · ‖a, ∗ 	
���� ������� � ��� ����� u ∈ E �

f ∈ E∗ 	��������� �����	
��

a−1‖u‖a � ‖u‖ � a‖u‖a,
a−1‖f‖a, ∗ � ‖f‖∗ � a‖f‖a, ∗.

�������� 	
�
 $������� %
��� ������ ���
� �� §2.2 �� � �����

�



��� ������	
���	 ������	

� ���� ���	
�
 �� �	
� �������� ��� ω ⊂ R
n � �
������� �������
���� �������

�
�
� W k,p(ω) (1 � p < ∞, k � 0) �������
��� ����
���� ��
� �����
	
�
�
�� u ∈ D′(ω) !��� "#� $%&� ����'(�
�� ��
��
 �� ������ �������	���� Dαu

����	�� |α| � k )���*���� �� Lp(ω)� +�� ����
���� ������'��� �������������
�� ,���
���

����� ���� ��� 1 < p < ∞ ������	�
�� ���������	� W k,p(ω) ������������
����� ‖ · ‖k,p,ω ���� ����������� �	������ �	������� 	���
���� ���������
���� �����
��	���� ����	�� ���������	��� � �������� 	 ����� p = 2 ���
����	�
�� ���������	�W k,2(ω)� 
������ ����� ���������� ���	���� Hk(ω)�
�	������ ���������	�� ���������	�� �� �
������ �����	�������

(u, v)Hk(ω) =
∑
|α|�k

∫
ω

Dαu Dαv dx.

�
�
� W k,p
0 (ω) �������
��� ��������
 D(ω) � W k,p(ω) �������
���� �����

‖ · ‖k,p,ω� ,����
����
���� Hk
0 (ω) ����� W k,2

0 (ω)�
-�� ���	� )���*�� u ∈ W k,p

0 (ω) � ��������	
��� β � 0 � |β| � k �����
	�
���� �
���
����� .��	�����∫

ω

∣∣Dβu
∣∣p dx � C

∫
ω

∑
|α|=k

|Dαu|p dx !/�0&

1� )������ !/�0& ��
	�
�� ��� |u|k,p,ω !��� ������
���& ����
��� ����� �
W k,p

0 (ω)� �������
���� ����
 ‖u‖k,p,ω� 2�� p = 2 ����� |u|k,2,ω � Hk
0 (ω) ���
�

	
��
��� ��������� ������
	
��
�3

(u, v)Hk
0 (ω)

=
∑
|α|=k

∫
ω

Dαu Dαv d x.

��� �������
���� ����
 ��	���
�� ��������� ������
	
��
� (u, v)Hk(ω)�

����	�
�� ���� �����
Ω = {x ∈ R

n : xi ∈ (ai; ai + li), ai ∈ R, li > 0, i = 1, . . . , n}� � ω ⊂ Ω.
 ��� ��� u ∈ W 1,p

0 (ω) 	 ���	����	� !/�0& ��!�� 	���� 
������� !����
�������� "/4%&

C = L = 1/

(
π
√

l−21 + · · ·+ l−2n

)
!/�4&

��� ����� �����" 
�������

C = l = min{li, i = 1, . . . , n} !/�5&

�



����������� 	
�
 ����� ����	
�� ��� ��	��
������ ������� ω 
���� 	��
����	��� �	��
�� ��	
������
� ������ C0,1� ���
 ���������� ���������
R > 0 
 L > 0 ���
� ��� ��� ������ ����
 x0 ∈ ∂ω ����� ��� ��� �����
�� ��	�������� U(x0) ������������ �	
 �����
 ��
���
� 
 ���������

U0 = {y ∈ R
n :

√
y21 + · · ·+ y2n−1 < R, |yn| < 2LR},

��� ����������� �����
�!
�� ����� y = 0 ∈ U0 ��	�"��
� � x0#
�� ��	������
� U(x0) ∩ ∂ω ������������� ����	"�����

yn = f(y1, . . . , yn−1),
√

y21 + · · ·+ y2n−1 < R,

��� $����
� f �
�%
�����	�	���� � ���������� L#
�� ��	������
� U(x0) ∩ ω ������������� ���������!

{y ∈ U0 :
√

y21 + · · ·+ y2n−1 < R, f(y1, . . . , yn−1) < yn < 2LR},
������� 	
�
 &����� ��	��
������ �������� ������� 
���� 	�����	��� �	��
�
��'

������� 	
�
 & ������ ��	��
������ ������
 ω � 	�����	��� �	��
��� ���
������ �����	�$����

 {u1, . . . , un} � ui ∈ C1(ω) ��	�����
�� $�	���� (�����∫

ω

∑
1�i�n

∂ui
∂xi

dx =

∫
∂ω

∑
1�i�n

uiϑi dσn−1, �����

��� ϑ = (ϑ1, . . . , ϑn) ) ��
�
���� �����	 ���%��� ��	���
 � ∂ω σn−1 ) (n − 1)
��	��� �������� ����	"������� ��	�'

���� 	
� �	

� ���
 *���� ω ) ��	��
������ ������� � 	�����	��� �	��
���

 Ω ) ���	���� ��������� ����� ��� ω ⊂ Ω' +���� ���������� �
������
��	��
������ ���	���	 F ����	���	 �	�������
�� ���������	���
� �����
�
��!

�� F : W k,p(ω)→ W k,p
0 (Ω) (Fu)(x) = u(x) ∀x ∈ ω#

�� ‖Fu‖0,p,Ω � C1(ω,Ω)‖u‖0,p,ω ‖Fu‖k,p,Ω � C2(ω,Ω)‖u‖k,p,ω
��� p > 1 k � 1'

������� ��������� �������� ��� ������ !�"� ����#���� ��$�������%

���� 	
�
 *���� ω ) ��	��
������ ������� � 	�����	��� �	��
��� ∂ω δ )
������������ �����
������� ��	� � ω 
 ∂1ω ) ������������ �����
�����
��� n − 1 ) ��	��� ����	"������� ��	� � ∂ω' +���� ��� u ∈ W 1,p(ω) p � 1
��	�����
�� ��	��������∫

ω

|u|pdx � C1

⎧⎨⎩
∫
ω

( ∑
1�i�n

u2xi

)p/2

dx+

∣∣∣∣∣∣
∫
δ

u dx

∣∣∣∣∣∣
p⎫⎬⎭ , ����&�

�



∫
ω

|u|pdx � C2

⎧⎨⎩
∫
ω

( ∑
1�i�n

u2xi

)p/2

dx+

∣∣∣∣∣∣
∫
∂1ω

u dσn−1

∣∣∣∣∣∣
p⎫⎬⎭ ������

� ����������	 C1 = C1(n, p, δ, ω)
 C2 = C2(n, p, ∂1ω, ω)�

����� ���� ����

�� ω � �����	������ ������� � ��������� ����	����
�� μ � ���� � ω �����
 ��� ��	 ��������� s ∈ [0; 1]

K1 = sup{r−sμ(Br(x)), x ∈ R
n, r ∈ (0; 1)} <∞;

�� p � 1
 k 	 l � ����� �	���
 0 � k � l − 1
 s > n − p(l − k)� ����� ��� ����
u ∈ C l(ω) 	���� ����� �������

‖
∑
|α|�k

Dαu‖Lq(ω,μ) � C‖u‖τl,p,ω‖u‖1−τ0,p,ω, ������

��� Br(x) �  �� ���	�� r � ������� � ����� x
 n/p − l + k < s/q
 q � p

τ = (k − s/q + n/p)/l�

����	�
�� ���� !�� �����	������ ������	 ������ C1,1
 K1 <∞ ��	 s = n− 1�
"��	 ��	 #��� p = q
 �� τ = (kp+ 1)/p l�

�������
�� ���� !�� k � 0
 1 < p < ∞ �� ���$���	� ����$ W−k,q(ω) ��%
���&����� � ����������� W k,p

0 (ω)
 1
p + 1

q = 1� !�� p = q = 2 ��������

H−k(ω) = (Hk
0 (ω))

∗�

����� ���� '�&��� #������ u ∈ W−k,q(ω) ��&�� ��������	�� � �	��

u =
∑
|α|=k

Dαvα, vα ∈ Lq(ω).

(������
 ���	 ��&��� #������ �������� ����� �����������	�
 ��

u ∈ W−k,q(ω)�

����	�
�� ���� ���	$������ � ����� ����� ������ ���	���� � ������ D′(ω)�
)������� vα ��	 k > 0 ��������*��� �� u ������$������

�	
� ���� ������� �������� ��	���	� ������������ W 1,p
0 (ω)�

����� ���� ���� ω � ������� � ��������� ����	��� u ∈ W 1,p
0 (ω)�

����� u ∈ W 1,p(ω) ����� �����
 ����� u|∂ω = 0�

����	�
�� ����� + �������� �����&��	� #���� ��$���� ������ ��
 ��� � ���

����� �� �$��� 	$ ��!�
 ��  !
 �������	� ��

��



����� �

���	
	��� �������
������ ������
�
�

��� ���������	 �
	������  ��������� �������� ����

���� ������	
 � ��
	���� ��� � �	��������� ������������ �����

��	��	� ������������ � ��������� �������� 	��� �� ����������� ��� 
��� �����!� ��	��  ������������ 	�"���� ��	��	��# �	�������� $��	 
�� ���� ��	��	�

����� ��� %��&�'� ����� E � ��	
������� ������� ������������ �
� 	����
��� ϕ ���� ������������ � ������
����� a > 1 ��� ���� ����� ������ �����
���!�  ���������!�!� �������� F : E → E∗" ��� ∀u, v ∈ E ����� 
�!
������#

a−1ϕ
(
a−1‖u‖) � ‖Fu‖ � aϕ (a‖u‖) , %��('

a−1‖u‖ϕ (a−1‖u‖) � (Fu, u) � a‖u‖ϕ (a‖u‖) . %���'

)�������!���� *������	��� ���� a > 1 � ��!��� �	�� ‖ · ‖a �� ��	���
(�+� $ ��	��� (�& � Ea ���������� ��	
 ������� �������	�	����� �� 
	��	 ������������ J �������!� ����,�� ϕ� $���! I : E → Ea ��	��	
�������� -�� ��� �	�� ‖ · ‖ � ‖ · ‖a .�����������/ � I � I−1 ���	�	����� �
�������� ��	��	� F ��!��� ��	��	 F = I∗JI� 0�� ��	��	 ��	
 �� 
����/ ����

(Fu− Fv, u− v) = (JIu− JIv, Iu− Iv)a > 0, ∀u 	= v;

� �������	�	����/ ���� �� un → u ������� JIun ⇀ JIu/ ����

(Fun, v) = (JIun, Iv)a → (JIu, Iv)a = (Fu, v) , ∀v ∈ E.

*���1����� ����� ����	! �����1� �� ��	��� (�+�

����� ��� %��&�'� ����� E ����������� �� ������ !���
!� �����$��!� �
A : E → E∗ ����������!� ��������� %�� � ��&������ ����� ��������  ���
��������� J " ��� ��� ��� u � ‖u‖ � 1 ����� 
�� ������

‖Ju‖ � (‖Au‖+ 1) ‖u‖ .

��



���������	
���� ����� �������� ��� � ��� ��
����� ������� ϕ �
�� �������
 ����!" �����"  ��

ϕ : E → R+, ϕ (‖u‖) � (‖Au‖+ 1) ‖u‖ , ∀u ∈ E 
 ‖u‖ � 1.

#����� �
����$����	��� ����%���&�� �������

μ : R+ → R+, μ (t) = sup {‖Au‖ , ‖u‖ � t} .
' ������"  ��

μ (‖u‖) � ‖Au‖ .
(�

������ ��
���������	��
�	  �
�� dn = (μ (n) + 1) (n− 1) . )���*��"  ��
dn+1 � dn + 1 + μ (n)" ���� ��
���������	��
�	 {dn} 
���$� ��������� �����
����
� dn → +∞ ��� n→∞� ��+
������	��"

dn+1 − dn = (μ (n+ 1) + 1)n− (μ (n) + 1) (n− 1) =

= (μ (n+ 1)− μ (n))n+ μ (n) + 1.

,��� dn+1 − dn � μ (n) + 1. -���� �� �� (n− 1, dn) �������� ������� ������ '���
��� �� �� ϕ (t)� .�� �
����� �������" ���� �� ��
�������

ϕ(0) = d1 = 0, ϕ(n) = dn+1, lim
t→+∞ = ϕ(t)→ +∞.

/ ��� t1 < t2 ����� ϕ(t1) < ϕ(t2)� 0���� 1��$� ��� t ∈ [n, n+ 1) ���� ��

ϕ(t) = dn+1 + (t− nt)(dn+2 − dn+1) �

� (μ(n+ 1) + 1)n+ (t− n)(μ(n+ 1) + 1) � tμ(n+ 1) + 1) + n.

,��� ��� ‖u‖ = t ∈ [n, n+ 1) 
����������

ϕ(‖u‖ � ‖u‖(μ(n+ 1) + 1) � ‖u‖(μ(‖Au‖) + 1).

2���� ���������

��� (Π) � �������� 	
�
���� ������
����

)�
�	 E3������
����� ����4��� ���
����
���" p(·) 3 ������%���� ��������� �
E" N = {u ∈ E : p(u) = 0} 3 ��������� ������
����
��� � E�

(�

������ ����������
����
��� E/N 
 ������������+

|||πu||| = inf{‖u+ v‖, v ∈ N},
���
	 π : E → E/N 3 �������� ������ �
��$� ���*����" ���� π−1u = u + N � /��
��
���"  �� � 1��� 
�� �� ���
����
��� E/N ������
� ������
���%� ����4��%�
���
����
���� �
��" ��������" 5�67!" ��� �� �������

|||πu|||′ = p(u) �8�9!

��



�������� ��	
�� � E/N � ���������� �����	 ��	
�� �������������� ���� p(·) �
��	�	����� �����	
�� �� �������� ����� ����� C0 > 0� ��� p(u) ≤ C0‖u‖ ���
���� u ∈ E� ����
� ��� ������ u ∈ E � v ∈ N �����


p(u) = p(u+ v) � C0‖u+ v‖
����

p(u) � C0|||πu|||.
����������� 	
� ���� !
 ����� ����	
�� ��� ��	� (E, p) ����
���� �����
�
(Π) ���
 �����	���	�� �	���	������ E/N ���
�������� ��	�� ���"! ����
C1 p(u) � |||u||| � C2 p(u)

������� 	
�
 �����
� (Π) �������� ��� ��� ������� u 
� E �������� �����

������� v 
� N  ���

‖u+ v‖ � Cp(u) ���#!

�	
 ������	�� �����
������� ���������� C �����
����� �� u 
 v�

������� 	
	
  ��
 ������	�� p(·) � E ���
��
	����� �� �! "���� �����

	
�� ��� �	���	������ E �"������ ��������� (Π)� #
���� (Π) �!"	�� �����
������� ��� � ����	���!$ �	
��	�$ ��� �������� ������� � ������������

�	�������
� ����%
� � ������	�� �%������

��� (Π)������	�� ��
������� ����	����	�

$ ���
 	�%���� 
� &���
 	�����'���� ��� ωi, i = 1, 2, 3 � �'	��������� �&�����
� 	�'���	��� '	���(��� ωi ⊂ ωi+1, i = 1, 2� ����� l > 1 � Ω = ω2 \ ω1�

���� 	
� ���� !
 &���� p(u) = |u|1,l,Ω N = {u ∈ W 1,l
0 (ω2) : u|Ω = 0}.

'���� �	���	������ E = W 1,l
0 (ω2) �"������ Π�����������

����%���������� )���� u ∈ E � uΩ = u|Ω� *��� Ω �
��� 	�'���	��+ '	���(� �
Ω ⊂ ω3� �� � ��

� ,�# ��-������� ����� ����(�� uω3

∈ W 1,l
0 (ω3)� ��� uω3

|Ω = uΩ
� |uω3

|1,l,ω3
� C1‖uΩ‖1,l,Ω. )� ��

� ,�. �����
 uΩ|∂ω2

= 0� ����
� �% �,�,,!
�
��
 ‖uΩ‖1,l,Ω � C2|u|1,l,Ω = C2p(u) �� �������� ∂1Ω ��%�
�
 ��

� ,�,, ∂ω2!� �
���
 ������ ��	���	������ N = {u ∈ E : p(u) = 0}. *���
 �&	�%�


v = (uω3
|ω2
− u) ∈ N,

|u+ v|1,l,ω2
= |uω3

|1,l,ω2
� |uω3

|1,l,ω3
� C2p(u).

/�

� ����%����

���� 	
� ���� !
 &���� p(u) = ‖u‖1,l,Ω N = {u ∈ W 1,l(ω2) : u|Ω = 0}.
'���� �	���	������ E = W 1,l(ω2) �"������ Π�����������

��



���������	
���� �
�	 u ∈ E � uΩ = u|Ω� ���� Ω ����� ���������� ������� �
Ω ⊂ ω3� �� � ����� ��� 
���
����� ����� ������� uω3

∈ W 1,l
0 (ω3)� ��� uω3

|Ω = uΩ
� |uω3

|1,l,ω3
� C‖uΩ‖1,l,Ω = Cp(u)� � ���� 
����� N = {u ∈ E : p(u) = 0}. �����

������� v = uω3
|ω2
− u ���� ��!�� N �

|u+ v|1,l,ω2
= |uω3

|1,l,ω2
� |uω3

|1,l,ω3
� Cp(u).

"����  ��������

����� ��� #$%&'(� ����� p(u) = ‖u‖1,l,ω1
� N = {u ∈ W 1,l

0 (ω2) : u|ω1
= 0}.

��	
� ���������� E = W 1,l
0 (ω2) ����
��� Π�����������

���������	
���� )�
�	 u ∈ E � uω1
= u|ω1

� ���� ω1 ����� ���������� �������
� ω1 ⊂ ω2� �� � ����� ��� 
���
����� ����� ������� uω2

∈ W 1,l
0 (ω2)� ���

uω2
|ω1

= uω1
, |uω2

|1,l,ω2
� C‖uω1

‖1,l,ω1
= Cp(u),

� ���� 
����� N = {u ∈ E : p(u) = 0}. ����� ������� v = uω2
− u ���� ��!��

N � |u+ v|1,l,ω2
= |uω2

|1,l,ω2
� C‖uω1

‖1,l,ω1
= Cp(u). "����  ��������

����	�
�� ���� ����� %�* �� ���� �������� �������������� ����� ��� �

��
������� ��������

����� �� #$%&'(� �����
p(u) = ‖u‖1,l,ω1

� N = {u ∈ W 1,l(ω2) : u|ω1
= 0}.

��	
� ���������� E = W 1,l(ω2) ����
��� Π�����������

���������	
���� )�
�	 u ∈ E � uω1
= u|ω1

� ���� ω1 ����� ���������� �������
� ω1 ⊂ ω3� �� � ����� ��� 
���
����� ����� ������� uω3

∈ W 1,l
0 (ω3)� ���

uω3
|ω1

= uω1
, |uω3

|1,l,ω3
� C1‖uω1

‖1,l,ω1
= C1p(u),

� ���� 
����� N = {u ∈ E : p(u) = 0}.
+�������� uω2

= uω3
|ω2
� ��� � ‖uω2

‖1,l,ω2
� ‖uω3

‖1,l,ω3
� C2|uω3

|1,l,ω3
�����

������� v = uω2
− u ���� ��!�� N �

‖u+ v‖1,l,ω2
= ‖uω2

‖1,l,ω2
� C2|uω3

|1,l,ω3
� C3p(u).

"����  ��������

����� ��� #$%&'(� �����
p(u) = |u|1,l,ω1

� N = {u ∈ W 1,l
0 (ω2) : u|ω1

= C, C ∈ R}.
��	
� ���������� E = W 1,l

0 (ω2) ����
��� Π�����������

���������	
���� )�
�	 u ∈ E� � uω1
= u|ω1

− ∫
ω1
u dx/|ω1|� )� �
�������∫

ω1
uω1

dx = 0� ������ �� ���, ������

‖uω1
‖1,l,ω1

� C1|uω1
|1,u,ω1

= C1p(u).

��



���� ω1 ����� ��	
���
� 	����
 � ω1 ⊂ ω2� �� �� ����� ��� �
�����
�� �����
�
���� uω2

∈ W 1,l
0 (ω2)� ��� uω2

|ω1
= uω1

� |uω2
|1,l,ω2

� C2‖uω1
‖1,l,ω1

� C3p(u)� �
���� ��
��� N = {u ∈ E : p(u) = 0}. ����� ������� v = uω2

− u ���������� N
� |u+ v|1,l,ω2

= |uω2
|1,l,ω2

� C3p(u).  ���� ��������
!���	��� �����"������ ����
���� ����"#

����� ��� $%&'()� �����

p(u) = |u|1,l,ω1
� N = {u ∈ W 1,l(ω2) : u|ω1

= C, C ∈ R}.
��	
� ���������� E = W 1,l(ω2) ����
��� Π�����������

����� ��� $%&'()� �����

�) ωi, i = 4, . . . , k � �	��������� ������� � �	������ 	������ ωi ⊂ ω2�

ωi ∩ ωj = ∅ �� i 	= j�

&) r � ������ 4 � r � k�

*) p(u) =
∑

4�i�r−1
‖u‖1,l,ωi

+
∑

r�i�k

|u|1,l,ωi
�

N = {u ∈ W 1,l
0 (ω2) : u|ωi

= Ci, }
	
� Ci = 0 �� i = 4, . . . , r − 1 � Ci ∈ R �� i = r, . . . , k.
��	
� ���������� E = W 1,l

0 (ω2) ����
��� Π�����������

����� ��	
 $%&'()� �����

�) ωi, i = 4, . . . , k � �	��������� ������� � �	������ 	������ ωi ⊂ ω2�

ωi ∩ ωj = ∅ �� i 	= j�
&) r � ������ 4 � r � k�

*) p(u) =
∑

4�i�r−1
‖u‖1,l,ωi

+
∑

r�i�k

|u|1,l,ωi
�

N = {u ∈ W 1,l(ω2) : u|ωi
= Ci, }

	
� Ci = 0 �� i = 4, . . . , r − 1 � Ci ∈ R �� i = r, . . . , k.

��	
� ���������� E = W 1,l(ω2) ����
��� Π�����������

��� ������	
� ����������
� ������� 	��	�������� ���

	������
� ��	�������

+ ���� ������� �" �
��� ��������	��,� ���#
L - ���������� ���.�� �����������/
L∗ - ���.������ L �����������/
(f, x) - ������ ���.�	� �
������� f ∈ L∗ � ������� x ∈ L.

0
��, D � K - �"�
��"� ����������� �� L� ��������� ����� ��� �� ���.
����� ������ ��� K ∩D 	= ∅ � K \ D 	= ∅�
1�� x, w ∈ L � ������
xt(w) = tx+ (1− t)w (t � 0),
Dw = {x ∈ D : x = xt(w), t > 1},

��



Γw = D \Dw.

��������� Dw 	�
	���	 ���
��� ������������ �������� D� � Γw � ���
��������

����� A � ��������� ����������� �� K � L∗� j � ���������� ���� 
�� !�� �
�����
� ������
����� �� ���� 
�� ���
�" � �������� K ∪ {w}, j(x) 	≡ +∞
��� x ∈ K ∩D�

#���� f(x, y) = (Ax, y − x) + j(y)− j(x).
������� ��� ������� 	�
	�����	 �������� $���� �����
��

������� ��	 %&'()*� �� ��������	
�� ������	��	�	 �������
��� �����

∃x ∈ K ∩D : f(x, y) � 0 ∀y ∈ K ∩D, %'�+*


������� ��	 x ������
� �������� ���

∃x ∈ K : f(x, y) � 0 ∀y ∈ K, %'�,*

�
�� ��� ���	�	�	� �	��� w ∈ L ���	�����
� 
����� �� �
�	���

Dw ∩K 	= ∅, %'�(*

∀x ∈ Γw ∩K ∃t ∈ (0; 1) : xt(w) ∈ K ∩D, %'�-*

∀x ∈ K\D ∃t ∈ (0; 1) : xt(w) ∈ D, %'�.*

∀x ∈ Γw ∩K : f(x, y) < 0. %'�/0*

������� ��� %&'()*� !
�� � �
�	���" ��	���� '�/ �������# �
�	��� %'�.� '�/0*
�� �
�	���

∀x ∈ K\D ∃t ∈ (0; 1) : xt(w) ∈ K ∩D, %'�//*

∀x ∈ Γw ∩K : f(x, y) � 0, %'�/'*

�	 
���������	 ���������� ��	���� '�/ $


���� ��		 %&'()*� %
�	���

∀y ∈ K ∩Dw ∀x ∈ K ∃t ∈ (0; 1) : xt(y) ∈ K ∩D, %'�/1*

������
� 
���
����� �
�	��� %'�.*$

�������� ���� &�� �	�������#
��� 	
�	���" �����#���	� �� �� '���� �����
�
�	�#�	���# ����" '� �	 �� '��	 
�	�
�� ��	
����
��� L � 	�����	�� A$

�������� ���� � ��	����" '�/� '�' �� �����	������� ��	 �	��� w ��������(
)�� ��	)�
��� D ��� K

��



��������� �	
	 ������� ����� ���� ����� ��	
�
�� �� �	������ K ∩ D �

���
 w ������
� K� ��� ∀x ∈ K �������� ����� x0 ∈ K ∩D ���	
��

���
��� �	���
�� (x;w)�
������ �� ���� w ∈ D � � �� ��������	�� w ∈ Dw� ��� w = wt(w)

��� ����� t�

��������� �	�	 � ���� w ∈ K � � ������� ����� ���� ����� ������� ��������
��� ������� � ��	��
 �������!	�� ���� w ∈ K � � �� ������� � ��	� ∃t ∈ (0; 1) 
��� ��

w = wt(w) ∈ D� ��� w ∈ K ∩Dw� �� ���
���
� ������� � �����
���� x ∈ K\D� � ������ [x;w] ⊂ K� 
 �
�! �"� �� ������� � ��	� ����

� D� ��� ��� 	������� ����� t ∈ (0; 1) ����� xt(w) ∈ D�
#�����	�� �������	�� ���
���
� � ������
������� � ���� ����
� �� ������	�� x ∈ K ∩ Γw ⊂ K ∩D � w ∈ K ∩D� �

��������� �	�����
 K ∩D�


����� ������ ������������ ���� ����������

����������� ����� �����
����� y ∈ K∩Dw � �� �������! ��������D �K ������ ��� ������� � ��	��

��"� ∃t ∈ (0; 1) ����� #�� ∀x ∈ K ���������� ���$#���� � ���%� xt(y) ∈ K ∩D�
&�� �"���#��� �'(����� ������� w = 0 � ������������ ����� ���'��� �
��������� )�����

�� *��� y = x � �� xt(y) = y ∈ K ∩D ��� ���! t,  ��� x 	= y � x ∈ K ∩D� ��
���������� �������� K ∩D ������� [x; y] ⊂ K ∩D � #�� �������� ����%��

�� *��� w = 0 ∈ K� �� 0 ∈ K ∩Dw�
%� ����� x ∈ K\D � y = w = 0 � �� �� �����"� )�� ����� x 	= y� +� ���

)��� ������� [0; x] ⊂ K�  �� � ��	� �������� #�� ∃t ∈ (0; 1) ����� #�� tx ∈ D� #��
�������� � ���%��

,� ����� ��� ��#�� x ∈ K\D � y ∈ K ∩ Dw � w = 0 ���� � ����- �� ��-
� w ����� � �������� (x; y) ⊂ K� ��"� ������������ ����� ������� ��
�����"� )�� ����������� ����� � ���$#��� w = 0 ∈ K� 
�-���������� �
)��� ���#� w = xt(y) ��� ��������� t ∈ (0; 1)�

.� ����� ��� ��#�� x ∈ K\D � y ∈ K ∩Dw � w = 0 ���� � ����- �� ��- �
w �� ����� � ������� [x; y] ⊂ K� ��"� y = mx ��� ��������� m > 0� /� ���	�
����#��0 ∃t ∈ (0; 1) ����� #�� tx = xt(w) ∈ D � ������ �� ��������"�� #��
#���� m ∈ (0; 1)� ����� m � 1� ��"� ������� [tx;mx] ⊂ D �������� x ∈ D� #��
���������#�� ������$ x ∈ K\D� 1��� y ∈ Dw � �� ∃r > 1 ����� #�� ry ∈ D� 1���
�'���� �������� (y; ry) � [y; x] ���$� �������� ������#����� � ���� y = mx� ��
m ∈ (0; 1) �

2� 3�������� ��������- ���#-� ��"� ��� ��#�� x ∈ K\D � y ∈ K ∩ Dw

� w = 0 �� ���� � ����- �� ��-� /� � ��	� ����#�� ∃m ∈ (0; 1) ����� #��
mx ∈ D�  ���� y ∈ K ∩ Dw� �� ∃r > 1 ����� #�� ry ∈ D� /� ����������

��



�������� D 	 K �
����� ��� [x; y] ⊂ K  � [mx; ry] ⊂ D� ������� ��� ��	
������	 ������������ � ��������� ����� 	������
� (x; y)� ��������	� �������	�
tx + (1 − t)y = sry + (1 − s)mx � ��� ��� ����	 x y w = 0 �� 
���� �� �����
������ �� t = m(1 − s) 	 (1 − t) = sr� �� ���� t = (r − 1)/(r/m − 1) ∈ (0; 1) 	
s = (1− t)/r ∈ (0; 1)� ���	� ������� �� 	������
� (x; y) ⊂ K �������� ����� 	�
D ��� ���������� 
���� 	 � ���� �
�����

��������
����� ������� �� �
!���� "# $��%& 	���� ��'��	� x $� ���� �
���� j(x) 	= +∞ ���� ∃y ∈ K ∩D

�� ����� ��� j(y) < +∞& 	 ����
������ ��
��	� $��( ��) ��* �� +&� ��,�� x

��
����� ��'��	�� "# $��-&� ������� �� ����	���,� ��� x ∈ K ∩ Dw� !����
x ∈ K ∩ Γw, ��,�� 	� $��)& ��
��	� ��� ∃t ∈ (0; 1) ����� ��� xt(w) ∈ K ∩ D�
!������	� y = xt(w) � $��%&� !�
��	�

0 � f(x, y) = (Ax, tx+ (1− t)w − x) + j(tx+ (1− t)w)− j(x) � (1− t)f(x, w),

��� ���

j(tx+ (1− t)w)− j(x) � tj(x) + (1− t)j(w)− j(x) = (1− t)(j(w)− j(x)),

����
f(x, w) � 0, $�� .&

�� $�� .& ����	�����	� $�� +& ��� ���������� ��
����	� x ∈ K ∩Dw� /� ���
��0
��,� ��
����	� 	 
���� ��  	���� ∀z ∈ K ∃t ∈ (0; 1) ����� ��� zt(x) ∈ K ∩D �
1�� ��	 ��������
����� $�� .& �������	� � $��%& y = zt(x) 	 ��
��	� f(x, z) � 0,
��� ��������� � "# $��-&� ������� �� ���������

��������
����� ������� ����
!���� "# $��%& 	���� ��'��	� x 	 ����
������ ��
��	� $��( ��) ��   �� �&

��,�� x ��
����� ��'��	�� "#$��-&� ���� �������
	�� $��)& � $��  & ��
����� �
��0
���	�� $��*& �� ��0�������� �������
	�� ����������� $�� .& � � ������ $�� �&
��
��	� f(x, w) = 0� /� $��%& ������ �
� ���	���
���2 y ∈ K ∩D ��
��	�

0 � f(x, y) = f(x, y)− f(x, w) = (Ax, y − w) + j(y)− j(w).

/� $��  & 	���� ��� �
� ���2 z ∈ K\D ��	 ��������� t ∈ (0; 1) �������
	��
��
����	� y = zt(w) ∈ K ∩ D� !������	� ���� y � �������3�� ����������� 	
��� ��'� ��
��	� ��� ��� �������
	�� �
� ∀z ∈ K\D� 4 ������ ���������
f(x, w) = 0 	 "#$��%& ��������	������ ����������� ����
������ �
� ∀z ∈ K 	
��������� � "# $��-&� ������� ��� ���������

��



����� �

���	�
�	� ���
������ 
���

��� ������	�
�� ��	��
�� �	���� ��������� ��
���
�


��� ���

��������� 	�
���

��� ���� ���� ��� �����
� � ������
�� ������ ���
�� �����
����� �����	 
� ������ ����!�
�� "���� ��
#��#�

����������� 	
�
 �������� A : D → E∗ ��	
������
	�
���

�	� ���� ∀u, v ∈ D �
������� (Au− Av, u− v) � 0;
������ 	�
���

�	 � ���� ∀u, v ∈ D ������ ��� u 	= v� ����������� ��������

���� (Au− Av, u− v) > 0;
��$�
� 	�
���

�	 � ���������� m > 0� ���� ∀u, v ∈ E �
�������

(Au− Av, u− v) � m‖u− v‖2;
�����$�
� 
�������
�	� ���� ∀ u, v ∈ E ������ ��� u, u + v ∈ D� ������

ψ(t) = (A(u+ tv), v) ������
��� �� t �� ����	�� [0; 1]�

�������
�	 
�  �
��
�	��
�% ����������
����%� ���� �� ������� ������

��������� ��������������� M ⊂ E ����������� A : M ∩ D → E∗ �����
������
����

��	�
�������
�	� ���� �	 ������� {un} ∈ D� un → u �������
Aun ⇀ Au�

���$�

� 
�������
�	� ���� �	 ������� {un} ∈ D� un ⇀ u �������
Aun → Au�

&$���'!�� 
�(� ������$�
�� #�$#���# ��$��$�
��	 ��
#��# )��$�
�# 	�
�*
��

����) �� ������ �+��

����������� 	
� �+,��
 A : E → E∗ ��	
����� ��� �� ��������
�� ���
�� ∀ u, v ∈ E ����������� ����������� (Au− Av, u− v) � m(u, v). !"�������
������� m(u, v) ��# � ���	�������#$

����������� 	
	 �+��
 A : D → E∗ ��	
����� ������������
�� ���� ��
���������� � ���� ����
 ����������� � �������� ������
����� ����������#

��



����������� 	
� ������
 A : D → E∗ ����� �����	
�������� ��
������ ����
∀u, v ∈ D ������ �� ‖u‖, ‖v‖ � R ��
�������� ��
��������

(Au− Av, u− v) � −φ(R, ‖u− v‖′),
	�� ‖u‖′ � ��
�� � E ���������� �� �
������� � ��
��� ‖u‖ � E � ���
�
�����
������� φ(R, r) � 0 ���������
��� ������� φ(R, tr)/t → 0 �
� t → +0 ���
���� R, r � 0.

����������� 	
� ������
 A : D → E∗ �����������
����������������� ���� �� �������� �	
����� � �� �������

un ∈ D, un ⇀ u, lim (Aun, un − u) � 0

������� ����������� Aun ⇀ Au, lim (Aun, un − u) = 0�
���������
�� �� ������� (S)+, ���� �� �������

un ∈ D, un ⇀ u, lim (Aun, un − u) � 0

�������� �� un → u!

�������� 	
�
 " ���� ������� ������������������ ���� ��� �	
��������
���
���
�� � ��������� ���� #$������������% ��
����
����! &�'�� ��������
�	
� ������ �� ���������������� ���
���
� �������
�
����!

����������� 	
� ������
 A : D → E∗ ���������
��� ������� (A)� ����
A = T +B, 	�� B � �	
�������� ���
���
� � ���
���
 T ���������
��� ����(
���

(Tu− Tv, u− v) � −φ(R, ‖u− v‖′),
∀u, v ∈ D, ‖u‖, ‖v‖ � R, ‖u‖′ � a‖u‖ (a > 0),

������� φ(R, t) ���
�
���� �� t �
� �����
������� R!

����������� 	
� ������
 )��
���
 A : E → E∗ ���������
��� ������� (M),
���� �� ������� un ⇀ u, Aun ⇀ f, lim (Aun, un) � (f, u) ������� Au = f.

����������� 	
� �����
 )��
���
 A : D → E∗ ���������
��� ��������
(A1), ���� ∀u, v ∈ D, ‖u‖, ‖v‖ � R ��
�������� ��
��������

(Au− Av, u− v) � −ψ(R),

	�� ψ � 0 ���*���� �� ������� ����
���������	� �
	�������
(O)� ���� 0 ∈ D � ��� ������ �	
�������� ������������������ {un} �� D

�� �	
���������� ���
�� ������������������ {(Aun, un)} ������� �	
�����(
����� ������������������ {Aun} ;

��



(O1)� ��� �����	 �
������	 ����������������� {un} �� D �� �
������

���� ������ ����������������� {(Aun, un − u)} ��� �������� u �� D, ���

�������� ������ 
������ �� ����������������� {un} ������� �
���������

����������������� {Aun} ;
(M0), ���� �� ������	

{un} ⊂ D, un ⇀ u, Aun ⇀ 0, lim (Aun, un) = 0

������� ��������� (Au, u− v) � 0, ∀v ∈ D;
(M1), ���� �� ������	

{un} ⊂ D, un ⇀ u, Aun ⇀ f, lim (Aun, un) � (f, u)

������� ��������� (Au− f, u− v) � 0, ∀v ∈ D;
(M2), ���� �� ������	

{un} ⊂ D, un ⇀ u, Aun ⇀ f, lim (Aun, un) � (f, u)

������� ���������

(Au− f, u− v) � 0, ∀v ∈ D;

� ��������

lim (Aun, un) = (f, u) .

��������� �	
	 � ���� �������� ��� �������� A : U → E∗� ��������������	

������� (A), ������� �
����� � �����	 ������	 ����� �������� U

� ������������� ������� (O). ���� �� ������������  ��� ��������� �

���������� ��������������� ������� (A1). !������ ����� ����� ���������

�������� "����#

�� ���� �������� A : D → E∗ ������������� ������� (S+) � �������������

�� � ������������$

�� ������� (M2) ������ ������� ���������������%

��������� �	�	 &��	���� (Mi), (i = 0, 1, 2) ������ �� ����
�� �� ���	�����

(M). '������ ���� D = E, �� ���	���� (M1) ��������� �� ���	����� (M).

��� �����	
� ������ ������� �
�� ���

����� �	� ������	 '���� A : D → E∗ ������������� ������� (A1)% (�
�� �

������� �
����� � �����	 ����� u ∈ D.

	
����������
� �����
�
��� ��
����
�� ����� �������� u ∈ D, � �
�
�
�
A �� �������� �
�����
 
 ����!���"�� #
 �� �������� �
����
�������
��� ��
�$
����
��%&�� ���
���� un ∈ D' un → u' ‖Aun‖ → ∞. 	�� n = 1, 2, . . . �
�
���

��



dn = 1+ ‖Aun‖‖u− un‖. � ���� ������� (A1) 	�� �
���� v � ��������� �������
����� ���� ������� ��� u+ v ∈ D, ‖un‖, ‖u‖, ‖v‖ � R/2 �������

(Aun − A(u+ v), un − u− v) � −ψ(R),

����
(Aun, v) � ψ(R) + (Aun, un − u) + (A(u+ v), u+ v − un) �

� ψ(R) + ‖Aun‖‖un − u‖+ ‖A(u+ v)‖‖u+ v − un‖ �
�
(
ψ(R) + 1 + 3R‖A(u+ v)‖)dn,

���� (Aun, v) /dn � ψ(R) + 1 + 3R‖A(u + v)‖ � C1, �	� ���������� C1 ����
��� �� u� v � R� �� �� ������ �� n� �����������
��� ������ ����� � 	��
−v� ���� lim |(Aun, v)| /dn < ∞ ∀v ∈ E� �� ������ ���� ��!�������� �������
‖Aun‖/dn � C� �	� ���������� C �� ������ �� n� ����

‖Aun‖ � C (1 + ‖Aun‖‖u− un‖) .
"��� un → u� �� ���	���� ����� ����� m� ��� ∀n > m ������	���� �����������
C‖u− un‖ < 1/2. # �����	���� ����������� ��� ∀n > m ������� ‖Aun‖ � 2C�
��� ������������ ���	����$���
 ‖Aun‖ → ∞�

��������� �	
	 ���������	
��� ���� %�& ���������� ���������	
��� ����

� &�' �� (&� ��� % )*+�

����� �	� ,)'-+.	 ��
�	 A : D → E∗ ������������ �
����� (A1)� ����� ��

������
� (O1) �����������

/�������0����� ���	����$�� ���������� ����0 ���	���� u ∈ D� ���������
C > 0 � ������������ �����	������0����0 {un} ⊂ D ������ ���

(Aun, un − u) � C, ‖Aun‖ → ∞.

����$�� bn =
√‖Aun‖ � �1����� v ���$�� ��� � ����� %�&� ���	�

(Aun, v) � ψ(R) + (Aun, un − u) + (A(u+ v), u+ v − un) �

� ψ(R) + C + ‖A(u+ v)‖‖u+ v − un‖,
���� (Aun, v) /bn � C1/bn� �	� C1 ������ �� R� u � v� �� �� ������ �� n� 2���
�������� ����������� �1��������� � 	�� 3������� −v� ���� (Aun, v) /bn → 0 ���
n → ∞� ���� Aun/bn ⇀ 0� �� ���	������0��� �����	������0����0 {‖Aun‖/bn}
����������� ���� �����	����������0 {bn} = {‖Aun‖/bn} ����������� ��� ��������
����� ���	����$���
�

��������� �		 �
�� A : D → E∗ ������������ �
����� A1 � 0 ∈ D� �� ��

���� %�' 
������� ��� �� ������
� (O) � �����������

��



����� ��� ������� ����� A,B,C : D → E∗ ����	
 ��� A = B + C
 �	 B

�����	�����	� ������� (A1)
 C � ������� (O)� ���� A ����	��� (O) � ��	���

������

��	
�
�������� �����
{un} ⊂ D � ���
�����
� �������
�������� � ‖un‖ � R, (Aun, un) � L.
����
 �� ������� (A1) ��� B �������

(Bun − B0, un) � −ψ(R), (Bun, un) � −ψ(R)−R‖B0‖.
 � �������� ��
�����
 �����

L � (Aun, un) � (Cun, un)− ψ(R)−R‖B0‖,
��� (Cun, un) � L + ψ(R) + R‖B0‖. �
	 	
	 C ����������� ������! (O)" ��
�������
�������� {Cun} ���
����
" ��#����

(Bun, un) = (Aun, un)− (Cun, un) � L+R‖Cun‖.
�� ��� $�� ���
��� B ����������� ������! (O)" �����
����� �������
%
�������� {Bun} ���
����
�
&�
������� � �'���(��� ��������� ��	
�)�
��� ���
�

����� ��� ������� ����� A,B,C : D → E∗ ����	
 ��� A = B + C
 �	 B ����

��	�����	� ������� (A1)
 C � ������� (O1)� ���� A �����	�����	� �������

(O1)�

��� ������	� 
��
�� ���������� �	�� ���

����� ��� ������� ����� A : D → E∗ �����
 ���

(Au− Av, u− v) � ψ(u, v), u, v ∈ D,

�	 ������� ψ(u, v) : D × D → R �����	�����	� ������� limψ(un, u) � 0 ���

un ⇀ u� ����
*� 	��� un ⇀ u
 �� lim (Aun, un − u) � 0�
�� 	��� A �����	�����	� ������� (M1)
 �� �� �����	�����	� � �������

(M2)�
$� 	��� A ��� � �	��	�!�	�
 �� �� �����	�����	� ������� (M2) � ����������

(Au, u) ��� � �����	��	�!�	� ���"��

��	
�
��������
*� ����� {un} ⊂ D, un ⇀ u, ����
 (Aun − Au, un − u) � ψ(un, u),

(Aun, un − u) � ψ(un, u) + (Au, un − u) , ��+��� 	 ����� � ������� ��
%
�����" ������� lim (Aun, un − u) � 0, ��� ��	
�)�
� �
	�!��� *�

��



�� �����

{un} ⊂ D, un ⇀ u, Aun ⇀ f, lim (Aun, un) � (f, u)

� A �	
����
��� ���
��� (M1)� �
�	� �� 
��	���� ��� ��	��

(Au− f, u− v) � 0, ∀v ∈ D.

� �
 ��������� � ���� ��� �
����� lim (Aun, un − u) � 0, ��	
������

lim (Aun, un) � (f, u), ��
 	
������� �������
 lim (Aun, un) = (f, u), ���
��
(M2) � �������� � ���� ����

�� ����� {un} ⊂ D un ⇀ u, � A ���!
 ������� �
�	� Aun ⇀ Au, ���
A �	
����
��� ���
��� (M1) � �
 ��������� � ���� ��� 
� �	
����
���
���
���� (M2) � ���!
" �
���������
��� #���$�
���� (Au, u)�

����� ��� %&�'(�� ����� A : D → E∗ ���	�
��� ��������� �������� 	���

�	� ��
������	����� ���	��	�� ����� �� (M2) � ��������

)
����������
� ���� A ��� �
��
���������� �����$�� %��� 
��	�*
�� ��+� �
 
� �	
����
��� ���
���� ���� ���� ,
��-� ��
 A �������
(M1) . 
����
�
�� ,����

{un} ⊂ D, un ⇀ u, Aun ⇀ f, lim (Aun, un) � (f, u),

�
�	� �� ���
��� �
��
��������
" �����$�� �
�����/

(Aun − Av, un − v) � −φ(R, ‖un − v‖′), ∀v ∈ D,

�	 ‖un‖ ‖v‖ � R�
���� lim (Aun, un − v) � (f, u− v), �
 (Av − f, v − u) � −φ(R, ‖u− v‖′�
���� D 0 ������
 ��
-���
 �
 ∀t ∈ [0; 1] 1���� vt = u+ t(v− u) �����	*

�-�� D �
1�
��

(Avt − f, v − u) = (Avt − f, vt − u) /t � −φ(R, t‖u− v‖′)/t.
���� A ��	�����
 ������� �
 � ��	� ��� t→ +0 �� �
��	��
 �

��
*

2��� �
����� (Av − f, v − u) � 0 ∀v ∈ D�

����	�
�� ���� �� 
��� ��' �
���� ��� ��� 	� ���������� ���	�
��� ��

�������� ������� A : D → E∗ ����
������ ��
��	� (M2)�

����� ��� %&�'(�� �����

�� A,B,C : D → E∗ �� 	� ��� A = B + C!

�� C �
�"� �������!

�� #�� �	���
 (Cu, u) �
�"� ��
�������� ��	��!

+� B ����
������ ��
��	� (Mi) i = 1, 2�
����� A ����
������ ��
��	� (Mi) i = 1, 2�

��



���������	
����
� ��
�	

{un} ⊂ D, un ⇀ u,Aun ⇀ f, lim (Aun, un) � (f, u).

����� �� 
����� ����������
�� C ����� Cun ⇀ Cu� ���� Bun ⇀ f − Cu� ����
(Cu, u) 
���� �������������� 
����� �� lim (Cun, un) � (Cu, u) , �������

lim (Bun, un) � lim (Aun, un)− lim (Cun, un) �

� (f, u)− (Cu, u) = (f − Cu, u) ;

�� ��
�	 i = 1� ����� �� �
����� (M1) ��� B 
������� ���

(Bu− f + Cu, u− v) � 0, ∀v ∈ D,

���� (Au− f, u− v) � 0, ∀v ∈ D.  ���� !�" ��� i = 1 ���������
!� ��
�	 i = 2� ������ ������#�� ������ ���� ���������	
���� �� �
����� (M2)

��� B ������� lim (Bun, un) = (f − Cu, u)� $
���	��� �����	 
����% ���������&
�����
�	 
���� '���(������ (Cu, u)� �������

lim (Aun, un) � lim (Bun, un) + lim (Cun, un) � (f − Cu, u) + (Cu, u) = (f, u

 ���� !�" �������� �����
�	%�

��������� �	
	 �� ����� !�" ����	�
� �
 ��	��
���� �������� ������
������ ����
� A : D → E∗ �����
�� (M2) ����
���

����� �	� )*�+,�	 �	�
�
� A,B,C : D → E∗ 
����� �
 A = B + C�
�� C ���� ���������� � (Cu− Cv, u− v) � ψ(u, v)� u, v ∈ D, ��� �	�����

ψ(u, v) : D ×D → R 	����
����
 	���� limψ(un, u) � 0 ��� un ⇀ u�
!� B 	����
����
 	���� (Mi) i = 1, 2�
!��� A 	����
����
 	���� (Mi) i = 1, 2�

���������	
���� $� ����%����� ! ����� !�- 
������� ��� C �������������
�
����% (M2) � '���(����� (Cu, u) 
���� �������������� 
����� ���� A,B� � C
�����������%� �
������ ����� !�"� �� ������� 
����%� �����#����� ����� !�.�

��������� �	�	 " �����
�� C � 	����� ����� !�. �#� ���
� ���� ������
������ ��
���� $��	��
���� ��� ��� %�� ��	���������	 �����
��� & ����
��

����� �	 )*�+,�	 �	�
�
� A,B,C : D → E∗ 
����� �
 A = B + C�
�� C 	����
����
 	���� (M1) � (Cu− Cv, u− v) � ψ(u, v)� u, v ∈ D�

��� �	����� ψ(u, v) : D × D → R 	����
����
 	���� limψ(un, u) � 0 ���
un ⇀ u�
!� B 	����
����
 	���� (M2)�
4) ��� �� ����
�� ����
� B ��� C ���������
!��� A 	����
����
 	���� (M2)�

��



���������	
���� �
�	

{un} ⊂ D, un ⇀ u, Aun ⇀ f, lim (Aun, un) � (f, u).

���� Aun ⇀ f � ���� �� ���������� B ��� C ���������� �� ����� 
�����	� ���
Bun ⇀ b � Cun ⇀ c� � f = b+ c� �� �
����� � ����� �����

(Cun, un) � ψ(u, un)− (Cu, u− un) + (Cun, u) .

�� ��
������� �������
��� 
������

(Bun, un) � (Aun, un)− (Cun, un) � (Aun, un)−ψ(u, un)− (Cun, u)+ (Cu, u− un ,

����

lim (Bun, un) � lim (Aun, un)− limψ(un, u)− (c, u) � (f − c, u) = (b, u).

���� B �� �
����� (M2) � ��������� �� lim (Bun, un) = (b, u) �

(Bu− b, u− v) � 0, ∀v ∈ D.

�����	 lim (Cun, un) � lim (Aun, un)− lim (Bun, un) � (f − b, u) = (c, u)� � ��� 
�� !�" �������� C ������������� �
����� (M2)� ��#���� lim (Cun, un) = (Cu, u)�
(Cu− c, u− v) � 0 ∀v ∈ D� ����� �$�����

lim (Aun, un) = lim (Bun, un) + lim (Cun, un) = (b+ c, u) = (f, u),

(Au− f, u− v) = (Bu− b, u− v) + (Cu− c, u− v) � 0, ∀v ∈ D.

��������� �	
	 � �������� C � 	�
���� 
�� !�% ���� ����� �����
���
����������� ��������� ���
	��������� �
� ������ ��
	����������	�
��������� ���������

����� �	� &'�()*	 �	���
+* �������� A : D → E∗ 	���
�������� 	�
���� (M1) 
�* {un} ⊂ D! un ⇀ u! Aun ⇀ f ! lim (Aun, un) � (f, u) 
!* �
� ���������� z ∈ D �������
��� (Au− f, u− z) � 0�
"���� Au = f �

���������	
���� �� ����������� �
����� (M1) &
�� ����������� !�,* �������

(Au− f, u− v) � 0 ∀v ∈ D,

��#���� (Au− f, z − v) = (Au− f, u− v) + (Au− f, z − u) � 0 ∀v ∈ D. ����
z ∈ D� �� �����
���

Dz = {x ∈ E : x = z − v, v ∈ D}
������
� ����
���
�	� ���� � E� �� �� (Au− f, x) � 0 ∀x ∈ Dz. �
������
�������
��� #����������� �����
��� Au = f � -���� !�+. ���������

��



����� ���� ������� �����
�� A : E → E∗ (M1) � ��	
���
�
�� un ⇀ u Aun ⇀ f  lim (Aun, un) � (f, u)�
����� Au = f �

�	
��������	� ��� �	
��������� �	� ����� �	��	��	 	����� �	
���	��� � ����� ��� ��!	���"�� !#� z = u�

$� ����� ��� ���
�� �
%�

����� ���� ���&��� �����
�� A : D → E∗ �����	���
�	� ������� (M1)�
�� ��� �	����
��� u ∈ D ��	
���
 A �������� ��
����	��
����� A �	���	�
	
��	� � ����	 u�

�	
��������	� '�� ���	 �	
����� �	 �� un → u ������ Aun ⇀ Au� $�
�����	� �(	���	�� un 
 u ���
��� �	 ��� !#	���	���	� 	
#���	�� U 	�)

� u ��� ����� !	����	������	�� {un}� ������� � ��
		#	*	� ��%� � �	�
	
#���	��� +	�	�� �� �	
����	� 	*#�������	�� A � u ���
��� �	 !	����	)
������	�� {Aun} 	*#�������� ,�� 	*#�������� 	-.�	�� �	%�	 !#��!	�	%���
�	 Aun ⇀ f � +#	��#�� ���	��� ����� ��� �

/��	��� �� ����� ��� � ����� ���� �	�!���"� ���	��� �� ����� ��� ��)
!	������ !#� z = u� 0���	�� !#	��#�� ���	��� �� ����� ��� � 1��� ���	���
lim (Aun, un) � (f, u). +	������� �	
�%�� � -	��� �����	� 2	#����#	�
�3

lim (Aun, un) = lim ((Aun, un − u) + (Aun, u)) =

= lim (Aun, un − u) + lim (Aun, u) = (f, u).

0����� �	 !	������� #������	 ���
�� �� 	*	� �	 !	����	������	��
{Aun} 	*#�������� � un → u�

	���
���� ���� �� �	��� ���� ��	��	� ��� ������ �������� ��
����	��
��� (M1) � ��	
���
 �	���	�
	
��	� �� ��	 ����
	��� ����� ���	� �!���
��� ��
	�	�	��� � ��������� "�� ���	����	 ��
��	����� ��� ��� 
��������
�	�
	
���� ��������� #������������� ��� ��	�$� ������
����	����
��
��%��& ��	
���
���

����� ���� ���&��� �����
�� A : D → E∗ �����	���
�	� ������� (M0)�
�� 0 ∈ D �
�� {un} ⊂ D un ⇀ u Aun ⇀ 0 lim (Aun, un) � 0�
�� ∀v ∈ ∂D �������	��� �	
��	����� (Av, v) � 0�
����� Au = 0�

�	
��������	� �� !#� f = 0 �	�!���" 
�
 ���	��� (M0) � (M1)� �
 �
���	��� � ����� ��� � ���	���� � ����� ���� 4

��



�� ����� u ∈ D� �	
�� ��	��� � ���� ���� ���	������ ��� z = u� �	��	��
Au = 0�
�� ����� u ∈ ∂D� �	
�� ��	��� � ���� ���� ���	������ ��� z = 0� ����

� ��	� ����� 	�	 ����� ��� (Au, u) � 0� � ∀u ∈ ∂D� ��	 ���������	 � ���
��	��� � ���� ����� ���� Au = 0�
 ��	
���	 �	��!�������

����� ���� "#�$%�� �����
�� ���	
��	 A : D → E∗ ��������	��� ������ (M1)�
�� {un} ⊂ D un ⇀ u� Aun ⇀ f � lim (Aun, un) � (f, u)�
�� ∃z ∈ D �
���� ��� (f, z−u) � 0 � �� ∀v ∈ ∂D ���������� ��	
�������

(Av, v − z) � 0�
����
 Au = f �

��� �����	
���� �������
�  ����������
 �
�� ���

& ��	� ����
��'� �� (���� ������)������� ��������* ��+� 	(	!������,� ����
�� (���� �������� ��	 E - ��.�������	� ������(���	� ��'������	� (���*	�	
��	��������	� D - 	����	� 	
��������	� �����	� �	���	)����	 �! E� {En} -
�	���	������	��� �	���	�������� � E ������ ��	 dimEn = n� En ⊂ En+1 ���
���* n = 1, 2, . . . ,

⋃
n�1

En = L� ��	)����	 L �	��	 � E�

& #�% �	��!��� �����.�� /���� 	( 	���	� �
�/

����� ���	� ����� B � ���	���� ��	
�������� ������������ ����������

�	���	
����
 R
n� ����	�
��� ���� � A ���	�	����� ����	
����� B � R

n�

����
� ��� �
 ∂B ���������� ��	
������� (Au, u) > 0� �� �	
������

Au = 0 "����

����� �� �	
���� ��	� ���� 	� ���� u0 ∈ B�

0�� �	���	(���� �����.�� 	������	� ��	������ ��	, ����� �	��!�������	
�	�	�	, ��	�	����� � R

n, � �� !���� ��������	 ����	��� �
	 �! ��* �		(��)�1
��,� ��	 	��	���� ���� �	�����
	 ��	
	�����	 ���	�!����� � �����,+�� �
(���*	��* ��	���������*�

����� ���
� ����� B � ���	���� ��	
�������� ������������ ����������

�	���	
����
 R
n� ����	�
��� ���� � A ���	�	����� ����	
����� B � R

n�

����
� ��� �
 ∂B ���������� ��	
�������

(Au, u) � 0, "����

�� �	
������ "���� ����� �� �	
���� ��	� ���� 	� ���� u0 ∈ B�

��



���������	
���� �

������ �������� Ak : B → R
n� �������� 
�����������

Aku = Au+ u/k� ���� (Aku, u) = (Au, u) + ‖u‖2/k� �� ��� u ∈ ∂B ���������
�
�������
��� (Aku, u) > 0� ������� �� ����� ���� ��������� Aku = 0 ����� ��
������� ���� ���� ������� uk ∈ B� ���� B  �!����"����� ���#�
���� �� ��
��
���������	��
�� {uk} ��#�� �������	 
$���%�&
� �����
���������	��
�	
uki� ��
�	 uki → u0� ��!�� u0 ∈ B � Au0 = limAuki = − lim uki/ki = 0.

������� ��	 '()*+,� �����

�, 0 ∈ D�

), A : D → E∗ ��	
�
���� � ���������
��� 	��	
���
������ ����������


��� ������� (O)�
�, ∀u ∈ ∂D ��	�������� ��
������� '��), - (Au, u) � 0 �

���� ∃ {un} ⊂ D ���� ���

�, {un} ∈ En ∀n ∈ N�

), ∀u ∈ En (Aun, u) = 0 ∀n ∈ N�

�, Aun ⇀ 0�

���������	
���� .����� � En 
�������� ��������� ���
����
��� 
� 
��������
������������� (·, ·)n � ����������������� /���
�� e1, . . . en� . Dn = En

⋂
D ��0


����� ����������� �������� An : Dn → En, ���
���&%�� �� �������- ∀u ∈ Dn

����#�� (Anu, ei)n = (Au, ei) , i = 1, . . . , n. 1� ��
������� An ∀u ∈ Dn � ∀v ∈ En

�������� (Anu, v)n = (Au, v)� 1� �2���� '��), ����"�� ∀v ∈ ∂Dn (Anu, v)n � 0�
�� ����� ���* �����	 
������ ∃un ∈ Dn� (Anun, v)n = (Aun, v) = 0 ∀v ∈ En.
���� D �!����"����� ���#�
��� � {un} ⊂ D� �� ��
�������� ��
���������	��
�	
�!����"���� 3 �� �����
��� (Anun, un)n = (Aun, un) = 0 � �
����� (O) ������0
�� �����	 �!����"����
�	 {Aun}� 4���� ���!� ∀v ∈ L =

⋃
n�1

En ∃m ������ "��

∀n � m v ∈ En� ������� ��� n � m (Anun, v)n = 0� ����� �/����� �� ���������
"�� ��
���������	��
�	 {Aun} �!����"��� � lim (Aun, v) = 0 ∀v ∈ L� !�� L = E�
������� �� ������� ��� '5���$�06����!����, ����"�� Aun ⇀ 0�
������� ��� ���� ����
�������� � 
����
�� 
$�����
�� !�������
��$ ���/��0

#����� ���
������	��� 
���������� 
����&%�� 
���
���� ���� �������-


������� ��	 '()*+,� �����

�, 0 ∈ D�

), A : D → E∗ ��	
�
���� � ���������
��� 	��	
���
����� � �������

����

�, ∀u ∈ ∂D ��	�������� ��
������� '��), - (Au, u) � 0 �

����

�, �
������ '���, ����� � D ���� �� ���� 
�������

), ���� �	�
��
 A ��
��� ���������� �� �
������ '���, ����� � D �����

�������� 
������ u0 � 	���������������� ��������� {un} � ���
��� ���

��



����� � E ����	
�� � u0 ��	��� ��������	�� ������

0 � (Aun, un − u0) � Cδn(u0), δn(u0) = inf {‖u0 − u‖, u ∈ En} �����

�� ���	 �����
�� �
���� ����
���� 	 ������
�����
 �����	� (S+) 
� ���

�������
������
� {un} �	���� � E ����	
�� � u0�

����	�
���
��� �� �� ����� ��� �����
�� A ������
�����
 ������� (O)� � ��
����� ��� �� ������
�����
 ������� (M2)� ���
��� �� 
������ ��� � D �����
��
���������
�����
 {un} ������
�� ������
�������� 	���� ����� �
�� 
����!
�"� #��� D $ �%���� ����� ���&��
��� � E ' ��(��������� ����
����
��� 
�
�	 {un} ��&�� �"����
 ���)� �*�������� ������������
�����
 {unk

}� +��

unk

⇀ u0� 
�%��� 
��� D $ �"������ ���&��
��� 
� u0 ∈ D� #���� �	 �������
unk

⇀ u0� (Aunk
, unk

) = 0� (M2)� �,���� ����� � ����" ���� ���� �� Au0 = 0-
�� ���� A �
��%� ����
����� 
� ������
�� Au = Av ��	��&�� ��. ��� ����!

��� u = v� 
��� ��������� ����� ��&�
 ���
 �� )���� ����%� ��.����� � ���)��
�*������
 ���������
�����
� {un} � u0 �"
����
 �	 �����
������
� ��.����
��������� ����� � ����" ����

#��� un ∈ En� Au0 = 0 � ∀v ∈ En ����������� ������
�� (Aun, v) = 0 � ,��� ��
���
��.����

0 � (Aun − Au0, un − u0) = (Aun, un − u0) = (Aun, v − u0),


� �,���� ����� �"
����
 �	 �������

0 � (Aun, un − u0) = (Aun, v − u0) � ‖Aun‖ · ‖u0 − v‖, ∀v ∈ En.

�� ���� �����
�� �
��%� ����
���� � ������
�����
 ������� (S+)� 
� ������
�*������
 {un} � u0 ������
 �	 �������/ un ⇀ u0, (Aun, un − u0) = (Aun, u0)→ 0�

��������� 	
� �0��1�
 ���
� �����	�� �����
�	� ��� �����
�� A �����
��

�	���� ����
������ �����

�� �������	� ����� 	���
 � D ��	��
������ �����	� u0�

�� ���������
������
�  �����
�� {un} 	! 
������ ��� �	���� � E ����	
��

� u0�
�� ��������	�� ������

m(un, u0) � Cδn(u0), ���2�

��� ���������
������
� {δn(u0)} ���������� � "������ ������

����	�
���
��� #��� ����� ����
���"� �����
�� �����
�� �
��%� ����
��!
�"�� 
� �	 �����
��� ��� �"
����
�  
� {Aun} ���)� � E �*���
�� � 0� {un} ���)�
� E �*���
�� � u0 � Au0 = 0� �

m(un, u0) � (Aun − Au0, un − u0) = (Aun, un − u0) = − (Aun, u0)→ 0,

��



��� ������	�
� ������ ���������� {un} � u0� ��
��� ����� ��� � 	 ��
�����
�

��
 	��
��
� �� �
����� �������
���

m(un, u0) � (Aun − Au0, un − u0) � ‖Aun‖‖v − u0‖, ∀v ∈ En.

��������� 	
	 � !"#�
 ����� A : E → E∗ ����	��� �
���� �������� 


���
����� �	��	������ ����� �����	��
�� ������	�
� ��	����
� ��!�

$������
���	�� %� 
��� ��& 	��
��
� ������' �(�����
������ ��
����)
�� A* � �� 
��� ��&! �
��
�* ��� ��
����� A �
���
��
��	
� � ���	
�	�)
�'
� ���	�� (O)� %� ���
�

��' ��! ������ ������������ 	��
��
� ��
���
(Au− A0, u) � m(u, 0), �* �
��	��
���*

(Au, u) � (m(u, 0)/‖u‖ − ‖A0‖) · ‖u‖ � 0 ∀u, ‖u‖ = R

� ���������� +����� R � m(u, 0)/‖A0‖ �	 ��
����,
���* ��� u = 0 �
 '	'
�)
�' �
�
��
� �������� ������� � -�.���� 	 ���
 {u ∈ E : ‖u‖ � R} 	����'���'
���	�' �
���	�' ��!�

������ 	
� � !"#�
 �����

&� 0 ∈ D�

!� A : D → E∗ �	��	���	� �� ���	���	���� ����������������� �����	����

��	� �����
� (O)� (M0)�
�� ∀u ∈ ∂D �������	��� �	���	����� ���!��
����� �����	�
	 ���&� 
		� �	�	�
	�

$������
���	�� / ���	�'� �
��
�� ��& ��+�	
�� ���	�
 (M0)* ��.����
	����'���' �����
��' �
��
�� ��&* � �������
���	� ���
��	�	���' �
�
��'
���	�
��' ���&� ����(���� ����	��� 	 �
���	�� ��&�

��������� 	
� � !"#�
 �����

&� A : D → E∗ �	��	���	� �� ���	���	���� ���������������� 
 �����	�

�����	� �����
� (O1)� (M0)�
!� ∃v ∈ D ����	� ��� (Au, u− v) � 0 ∀u ∈ ∂D�

����� �����	�
	 ���&� 
		� �	�	�
	�

$������
���	�� 0	
�
� ��
����� B �� ���	�� Bu = A(u + v) � ����
���
�
��
�� ��!�

������ 	
	 � !"#�
 �����

&� ������������ E∗ ������ ��������

!� A : E → E∗ �����
�	� 
 �����	�����	� �����
� (M2)�
�� ∃R > 0� ∀u� ‖u‖ � R� (Au, u) > −‖Au‖ ‖u‖�
����� �����	�
	 ���&� 
		� �	�	�
	 u0 � ‖u0‖ � R�

��



���������	
���� � �� ����� ��� 
���
����� �������� ����
������
��
J : E → E∗ ������ ��� J ���������� ��������������� (Ju, u) = ‖Ju‖ ‖u‖�
‖Au‖ /‖Ju‖ → 0 ��� ‖u‖ → ∞� (Ju, u) > 0 ��� u 	= 0�

�� �� �
����� � ������� ��� 
������� ��� A ��������������  
�� ��������� ����
�� �� ��������! ��" �������� Aε = A+ εJ ������������� �
����! (M2)�
#� ��
�	 u ∈ E � ‖u‖ � R� ��$��

(Aεu, u) = (Au, u) + ε (Ju, u) > (ε− ‖Au‖ / ‖Ju‖) · (Ju, u).
%��� ‖Au‖ /‖Ju‖ → 0 ��� ‖u‖ → ∞, �� ��� ��
������� &��	'�� R1 = R1(ε)

������� ��� �
�( u 
 ‖u‖ = R1 �������
��� (Aεu, u) > 0� �� ������� ��� ������)
��� Aεu = 0 ����� ��'���� u = uε�

*� ����+��� ��� ‖uε‖ � R� ��������+�� ���������� ���� ‖uε‖ > R� ��$��
0 = (Aεuε, uε) > −‖Auε‖ ‖uε‖ + ε ‖Juε‖ ‖uε‖, ���� ‖Auε‖ > ε‖Juε‖� �� ���������
Aεuε = 0 ������� ‖Auε‖ = ε‖Juε‖� ��� ������������ ����������� �������
����

,� ���� ‖Auε‖ = ε‖Juε‖ � �������� J �$�������� �� ‖Auε‖ → 0 � (Auε, uε)→ 0
��� ε → +0� -� �$���������
�� ��
���������	��
�� {uε} 
������� ��� �� ���
��+�� �������	 
��&� 
(�����!
� �����
���������	��
�	 {uεn}� uεn ⇀ u0 ���
εn → +0� -� �
����� (M2) � ����� �� ������� Au0 = 0�

��������� 	
�  .�,/�
 �����

� A : E → E∗ ���	
��
 � ����������� ������� (M2)�
�� ∃R > 0� ∃b < 1 �	��� ��� ∀u� ‖u‖ � R �����
���� 
�	�
����

(Au, u) � −b ‖Au‖ ‖u‖�
����	 ��	�

�  ��� ��� ��
� u0 � ‖u0‖ � R�

���������	
���� 0
�� b � 0� �� 
����������
�	 
���
���� ��* �������� ��
������� ���� ��1���� &���� 
�����	� ��� b ∈ (0; 1)� 2��	��� a ∈ (

1; b−1/2
)
�

2 ���
����
��� E ������ ����� ����! +�� ��� � ������� �3� ��$�� E � E∗


�������
� 
���$� ��������� ���
����
������ ������ ∀u 
 ‖u‖a � aR �����
‖u‖ � a−1‖u‖a � R� ���� ���������
� �4����

(Au, u) � −b ‖Au‖ ‖u‖ � −ba2 ‖Au‖a ‖u‖a > −‖Au‖a ‖u‖a.
-� ������� ��� �����	 
������ 
���
�������� ��'���� u0 ���������  ��� 

‖u0‖ � a‖u0‖a � a2R� %��� ��
�� a ��+�� ��&���	 ��������	�� �� ���������(
1; b−1/2

)
� �� ‖u0‖ � R�

������ 	
�  .�,/�
 �����

� ������	
���� E∗ ������ ��������

�� A : E → E∗ 
�����
 
	 ��
�
���
�� ���������	
���	� � ������

������ �������� (M2)� (O)�
�� ∃R > 0 � ∃C > 0 �	��� ��� ∀u � ‖u‖ � R �����
���� 
�	�
����

(Au, u) � −C‖u‖�
��



�� ��������� {u ∈ E : ‖Au‖ � C} �	
�������
��	�� �
������� ����� ����� 
�������

��	
�
�������� �� ��� ���	��� ϕ(t) = t �� ���� ��� �������� �����
����� ����������� �!�
��"��� ���
��� ��� ��������� J : E → E∗#
����������$�� �������� ‖Ju‖ = ‖u‖# (Ju, u) = ‖u‖2%

&� �� �
�"
��� ��' �����# "�� Aε = A + εJ # ε > 0 ����������� ������$
(M2)# 
 ��	� J �!�
��"�# 
 A ����������� ������$ (O)# �� �� ���� ��� �����
���
��������� ������� (O) � ��� Aε%

�� ∀u � ‖u‖ � R ���

(Aεu, u) = (Au, u) + ε (Ju, u) � −C‖u‖+ ε‖u‖2 = ε‖u‖ (‖u‖ − C/ε) > 0,

∀u, ‖u‖ � R+C/ε, ��(���� �� ���� ��& ��
���� Aεu = 0 ��� �)�� uε#
‖uε‖ � R + C/ε%

�� ��	
*�# "�� �������
�������� uε �!�
��"�
� +���� ‖uε‖ � R# ��!�

0 = (Auε, uε) + ε (Juε, uε) � −C‖uε‖ + ε‖uε‖2, ��� ‖uε‖ � C/ε# �� Auε = −εJuε
�# �����
�����# ‖Auε‖ = ε ‖Juε‖ = ε‖uε‖ � C� ,� ������� � ����� ��� ����
�����# "�� �������
�������� uε �!�
��"�
%

-� ��	��������
�������� uε �!�
��"�
 � ‖Auε‖ = ε ‖Juε‖ = ε‖uε‖# ��
Auε → 0 � (Auε, uε) → 0 ��� ε → +0� .�	� �������
�������� uε �!�
���
"�
# �� �� � ��*�� ������� ��
/� �0�����$�� ����������
�������� {un}#
un = uεn# εn → +0# un ⇀ u0� .�!�
 Aun → 0# (Aun, un) → 0 � �� ������� (M2)
����"�� (Au0, u− u0) � 0 ��� ��0 u ∈ E# ��� Au0 = 0�

1�
��!�"�� � ���������
��� �������� ��- ��	
���
$��� 2

��������� 	
� �3&�4�
 �����
�� A : E → E∗ ���
�
���� �� ��������
��� ����
���
������� � ��������

��
��� �������� (M2)� (O)�
&� ∃R > 0 � ∃C > 0 ������ �� ∀u � ‖u‖ � R ����������� ��
��������

(Au, u) � −C‖u‖�
�� ��� ������
�	� C1 > C ��������� {u ∈ E : ‖Au‖ � C1} �	
�������
��	�� �
������� ����� ����� 
�������

������ 	
� �3&�4�
 �����
�� A : E → E∗ ���
�
���� �� ��������
��� ����
���
������� � ��������

��
��� �������� (M1)� (O)�
&� ∃R > 0 � ∃C > 0 ������ �� ∀u � ‖u‖ � R ����������� ��
��������

(Au, u) � −C‖u‖�
�� ��� ������
�	� d � 1 ���������� ����� ���
�
���� ���
���


F : E → E∗ ���������
�!�� ∀u ∈ E �������� (Fu, u) � ‖u‖2� ‖Fu‖ � d‖u‖�
�� ��������� {u ∈ E : ‖Au‖ � dC} �	
�������
��	�� �
������� ����� ����� 
�������

��



��������� �	

	 � ������ �	�
�� ���� 
� �� ��� ������������ ��������
	�

��������

���	 J �������	�
��� ��
����� �������
���� �� ������ �������

�������

�� �������� ����� 
�������
�� ��������
	��� � ����� �����

���������
	� 	 ����� ��� � ������� 	�
 ���
� ������	� ����	� 	! �����
����� ����	� ������ 	�	! 	�� ���
� ���
� �����	� ! ����
	� ����	� (M2)
��� ��������� A 
� (M1)�

��



����� �

����	
������ ��
	�	��� ��������� �
�������	���� ���������� � 	�����	���
���� ���

��� � ����	
���	 ���� �������	
��		

� ���� ����	��
� �� ���� ��������	���� ��� E � ������������ ����������
��� ��
��������� ������� ������������� D � �������� �������� �	����������
������������ �� E� 
����� g : [0; ε0]→ [a; b]� 0 < a � b� Fε = g(ε)F + εA!

����� ��� "#$%&'� ����� (' ���	
��	 A : D → E∗ ���	�	��� �
 ���������	���
����	���	
���
� � �������	��� ������ (M2)�

$' ���	
��	 F : E → E∗ � ���������� � 	
��
���� ���	�	�����

)' ��� ������	�� �������
��������� εn ������������� ����� �
���� ���

εn → +0 �	
�����

g(ε)Fu+ εAu = 0 "*!('

����� 	������ un �	� ε = εn �
���� ��� un ⇀ u0� Aun ⇀ f.

����
 (' u0 ∈ K� ���

K = {u ∈ E : Fu = 0}; "*!$'

$' (f, u− u0 � 0 �	� ��� u �� K�

)' (Au0 − f, u− u0) � 0 �	� ��� u �� D.

+�������������! ,!�! ������������������ {Aun} �	��������� ��
Fun = −εnAun/g(εn)→ 0 ��� n→∞� �!�! (Fun, un)→ 0!

-� ����� )!(( ������� Fu0 = 0� �!�! u0 ∈ K!
+� �����������	� u ∈ K �� ������������ ��������� F �������

(Aun, un − u) = −g(εn)/εn(Fun − Fu, un − u) � 0,

�!�!
lim(Aun, un) � (f, u), ∀u ∈ K.

��



���� �����	�� A 
����	�����	 
����� M2� 	� �� �������� ��
� ��������	� ���
u = u0 ��
��� lim(Aun, un) = (f, u0) � (Au0 − f, u − u0) � 0 ��� ���� u �� D.

����� ��� ���������

������� ��	 ������� ����� �� ���	
��	 A : D → E∗ ���	�	��� �
 ���������	�
��� ����	���	
���
� � �������	��� ������ (M2)� ���	
��	 F : E → E∗ �
���������� � 	
��
���� ���	�	�����

�� 0 ∈ D ∩K� ��� K ��	�������  ������
 � ���������� ���� �� �������
�� A = B + C� ��� B ����� ������	
�������� 
	�
���� 
 C � ��
 � ���	��

	���� ���	
��	 �� ��
 � �������	�	���� ����� !�������
��� "#$�$%�
!� ���	
��	 A � ��	
������
�� ���	
��	 F ��	
������ 
 ���	
��	 A �������	��� ������ "&%�
�� ��� ��� u �� ∂D ���������� ��	
����� (Au, u) � 0'
(���
 �� �	
����� ����� ����� 	�)���� uε ∈ D �	� �� �� ε ∈ [0; ε0)�
�� ���*���� {Auε} �	� ε ∈ [0; ε0) ��	
�������
 � �� 
� ��
 � �	������
� ����
 ���*���
 {uε} �	� ε → +0 �������

	�)����� 
	�
�������� ��	
����
 �"#�� �
���

u0 ∈ K : (Au0, u− u0) � 0, ∀u ∈ K; ��� �

�� ���� +, ��� � ����� ����������� 	�)���� u0� �� uε ⇀ u0� �	� ε→ +0�
$� ���� +, ��� � ����� ����������� 	�)���� � ���	
��	 A �������	���

������ (S+)� �� uε → u0�
%� ���� ���	
��	 A ������ ���������� �� uε → u0'

&�����	�'�	�� (	�) 	�����* ����!'�� �� �����'�� (	�����
�� �� 
����) 	�����*� ���  ���  � �  �+ ��
���, A� F � Fε = g(ε)F + εA ���

ε ∈ [0; ε0) 
����	�����	 
������ (O) � (M2)-
�� 	��� 0 ∈ K� 	� (Fu, u) � 0 ��� ���� u ∈ E �(	� ����	�� ����	���� ����.

	�����	� �����	��� F � 
����� F0 = 0�� ��(	��
 �� 
����� �� 	�����* ���
�	
��������	�� (Fεu, u) � 0 ��� ���� u �� ∂D� /� 	�����*  �� 	����' ���
�	� �	�

�������� ����� ����	 ��0���� uε ∈ D ��� ������ ε ∈ [0; ε0)-

 � 	��� 0 � (Fuε, uε) = −ε(Auε, uε)/g(ε)� 	� (Auε, uε) � 0� � �� 
����� (O) ��
�����	��� A ���
�	 	����' �1����������	' ���2��	�� {Auε}-

�� ��� � � ���� ��� ��
���� �	� Fuε → 0 ��� ε→ +0-
$� 	��� ����	����	�� E ��3�������� 	� ���� 	�����
 ���� ��2�� �*!��	' 	����

��������	�'���	� {εn}� εn → +0� {un}� un = uεn� {Aun}� �	� un ⇀ u0� Aun ⇀ f
��� n → ∞� 4������� ���
 ���� ��
��� u0 ∈ K� (f, u − u0) � 0 ��� ����
u ∈ K� (Au0− f, u− u0) � 0 ��� ���� u �� D� � �� ���*  ��� �5 ����'��������

����) � � � 	�����*� ��
��� Au0 = f � �	� �����*���	 ���������  	�����*-

%� ��� "# �� ����	 �����	������ ��0���� u0� 	� �� ���� ��� uε ⇀ u0-

��



�� ���� ��	��
�����
� �	���� A ������������ ������� S+� �� �� �������
0 � (Fuε, uε − u0) = −ε(Auε, uε − u0)/g(ε) 	������� ��� uε → u0�

�� ���� �� �	���� A ����
� ��
���
�
� �� �� ����� � ������� �����! �����
���
����

�� �"�
��� 	�#���� uε ⇀ u0� $��� #��%�� ��$� (Auε, uε− u0) � 0� ��

m(uε, u0) � (Auε − Au0, uε − u0) � (−Au0, uε − u0)→ 0,

	�#���� uε → u0�
&����� ��$���
� 	��
������

������� ��	 �'()*�� ����� +� ���	
����� ��
	�� + �	��� ��+�
(� ���	
��	 	��	 �� ��
	��� ��� �, �	��� ��+ �
� 	����	� A ��	�
��	�

��� ��
	��� (O1)� � 	����	� F 	��������
�� ∃v ∈ K ∩ D ���	�� ��	 �
� 
��	�	 u �� ∂D ���	
����� ��������	

(Au, u− v) � 0�
�	��� ������
��� ���
����� �	��� ��+�

-�$����������� #��. �����! �
���%��
� ��$����������� �����! ��+�
/� �����! ��( $�$ ��������� ���
� 	������� 
�$�#0����
�� ������� ��1

�"������ ����0��

�%� 
����
���� ��� 
�$����%� $����� �	������ ��
�1
��

�%� ��	�� 2��� 3�$� ������
 � ������
�� ��+ �,��! '()*�

������� ��
� ����� +� E � E∗ � ���	�	 �����
� ��	����������
(� K � �����	 �������	 �����
	 �	���	 ���	 E�
�� 	����	� A : D → E∗ ������� �� �	���	����! �	���	���������! �

��	�
��	��� ��
	��� (M2)�
�� ���	
������ ��
	��� (� � �	��� ��(�
�	��� �����"�	��	 ��������	 ����� ��� �#�� u0 ������
 �$ �	��

��	 ���� D�

-�$������������ 4���� +� J : E → E∗ 5 �	���� ���.����

���� ��
�������
�
3�
$0�� ϕ ���� �	�����
�� +�(��

(� PK : E → K 5 �	���� 	��$�����
��� ���� ‖u−PKu‖ � ‖u− v‖ 	� ��� 
v ∈ K�

�� Fu = J(u − PKu) �	���� "��3� �����

!. � �
�������� K ����
'+�* ������ 6�+�� ��$�� �,���� �	���� F ��
���

!.� ����
�	�!�
!. �
K = {u ∈ E : Fu = 0};

�� ��$����
�� �����! ��� �!��$��� �� ��$����
�� �����! ��(� &����� ��1
$���
��

�������� ���� %	 �	 �	������ �	��� ��� ��� �	
 �
���! 	���������!
'(�*� & �����	���
��
	�� � �	��� ��� �	 �	 ������� �� �
���$'

��



∃v ∈ K ∩ D ������ ��� �	
 	���� u �� ∂D ∩K ����	�
���
 �����������

(Au, u− v) � 0�
� ��	���� � �� ������
�������� A 
�	
���
 ����������� ���������������� �����������

��������� �	
	 ��	� g(ε) ≡ 1� �� ε0 � �����	������� 	���� ��� � ������ ����
��� �� �� ����! ������ +∞�
��������� �	�	 "��������� ���������

Fu+ εTu = 0, ε > 0, �����

�� T = (1/δ)(A − F ), δ > 0� � ��������� F � A ����	�����
�� ��	���
�
������� ��� �	� ����
#��� �������	��� ���	�����
 $��� ������ � ������� ����� � �����	����%

��� ���	������ $��� ������ ��������� A �� �������� T � ���� ��������� �����
��� ε0 = δ/2 $�����	����� ����������

g(ε)Fu+ εAu = 0, g(ε) = δ − ε,

������� ����	�����
�� ��	���
� &��������� ��'� �������

(�� ��������� �����	
�� �����
�! �������� ��������� A �� ���� �����%

���� F �

�	 
���� ���� ��� ��
����
 ��������� �����
���� ����	�
����
�� ��
���
���
��
 � ������ ������� �
�� 
�����

�������� �	� � �!"�	 )���! �� ��������� A,F : E → E∗ ��������� � ����%
�	!�� ����������*

�� 0 ∈ K*
#� �	
 ��������� R > 0 � ���� u �� E ������ ��� ‖u‖ = R ����	�
���


����������� (Au, u) � 0�
#��� ��� 	���� ε ∈ [0; ε0) ��������� ����� ����� ��'���� uε � ‖uε‖ � R �

�������	��� ���	�����
 �$! ������� ������

�������� �	
 � �!"�	 )���! �� ��������� A,F : E → E∗ ��������� � ����%
�	!�� ����������*

�� K 	= ∅*

#� �	
 ��������� R > 0� v ∈ K� ‖v‖ < R � ���� u �� E ������ ��� ‖u‖ = R
����	�
���
 ����������� (Au, u− v) � 0�
#��� ��� 	���� ε ∈ [0; ε0) ��������� ����� ����� ��'���� uε � ‖uε‖ � R �

�������	��� ���	�����
 �$! ������� ������

���������� �	�	 �������� A : E → E∗ ���������
 ��$�&�������� ��	�
(Au, u)/‖u‖ → +∞ ��� ‖u‖ → +∞�

��



��������� �	�	 ������� � �����	��
 ����� �����
�	�
� ����
�� �����	�� A ������	����

�� ��
 ���� u �� E ����������� ������	�� ‖Au‖ � M‖u‖+ L�
����	��	���� � �	�� ������

(Au, u − v) � (Au, u) − ‖Au‖‖v‖ � ‖u‖( (Au, u)/‖u‖ −M‖v‖ − L‖v‖/‖u‖), 	���
(Au, u− v)→ +∞ ��� ‖u‖ → +∞
��������� �	
	 ������� � �����	��
 ����� �����
�	�
� ����
�� (Au, u)/‖Au‖ → +∞�
����	��	���� � �	�� ������

(Au, u−v) � ((Au, u)/‖Au‖−‖v‖)‖Au‖ � 0 ��� ‖u‖ = R � ���	�	��� �������

R > 0�

��������� �	�	  ����	��� ��� 
��
�	�
 ����!���� 	������ � �� ��	� "���#
!��� ���	��	 � �	���� �	 ��������� ��������	� ����	���	�� E � 	��#

�����
 ���������$� ���� ���	��$� �����	��� A�

��������� �	�	 ������� � �����	��
 ����� �����
�	�
� ���� �����	�� A 
�#

�
�	�
 ����� ���	���� 	��� � �	�� ������ ��� ‖u‖ → +∞ �����

(Au, u− v) � m(u, v) + (Av, u− v) � ‖u− v‖(m(u, v)/‖u− v‖ − ‖Av‖)→ +∞
������ �	� ����	�	 %��	� �� F : E → E∗ & �������� ��������� ������	��#
�� � ���	��� �����	���

�� �����	�� A : E → E∗ ������	���
�	 ������' M2 � ��� ���	���� ����#

(�	����� R� C � ���� u � ‖u‖ � R ����������� ����� (Au, u) � − C ‖u‖�
�� �����
�	�
 ������� �� 	������ ����
)�$�� ����������� ����'���
 	������ ���


������������ �� ���� ������� F ������������ �� ��� ��������� R1 > 0 �
���� u � ‖u‖ = R1 ����� ����� ���������� (Fu, u) � 0� �� ������� ��� ��������
Fu = 0 ����� �� ����� ������� K 	= ∅

�� ��� �!"�� ε ∈ (0; ε0) � ���� u � ‖u‖ � R �����#���� ����������

(Fu+ ε/g(ε)Au, u) � ((Fu, u)/‖u‖ − εC/g(ε))‖u‖;
$� ���� F ������������ �� ���% &��� �����#��'� ��������� ����(������

��� ���� u � ‖u‖ = R2 � #�����&�� "��� �� R2 = R2(ε)� ������� �������� ���
����� �� ���� u = uε)
�� #��(�� �� ��������'�� &�� ���(����� {uε}� ε ∈ (0; ε0) �'���&���� 
�*+

����������� ����� ��,������� �����#����������� εn ∈ (0; ε0) ��%� &�� un = uεn
� ‖u‖n → +∞� ��'#

0 = (Fun + εn/g(εn) Aun, un) � ((Fun, un)/‖un‖ − Cεn/g(εn))‖un‖ → +∞

��



��� n → +∞. �����	

�	 ��������	��	 �������	� ����
��	

���� �
��	����
{uε}� ε ∈ (0; ε0)�

�� ���� K 	= ∅� �� �� ���������
��� v �� K �������

0 � g(ε)/ε(Fuε, uε − v) = −(Auε, uε − v),

��	� (Auε, uε − v) � 0 ��� ��	� ε ∈ (0; ε0)� � �� ������� (O1) �� ��	������ A

��	�	� ����
��	

���� �
��	���� {Auε}� ε ∈ (0; ε0)� ���		 ������	������ ��� 
�	��	�� �
������
� ������	������ �	��	�� ��!� "	��	�� ��� �����
��

��������� �	
	 ������� ��� ��	��
�� ��������� 
������ #�$ �� �	� # � %&'�

��� ���� �	
�
� 	
������ 
����� ��
�
��� ��
���
���

( ���� ���	�	 �� ��	������	�� ��� ��	������ A� F � F1 � F2 	 ����)� �� E
� E∗ � ����)��� ������
� 
	��	���
��� � ��
���

���� *�	����� A ��	��+
����	��� ����
� ��
���

��� ,	��	���
�	 ����
���� r(·)� p(·)� q(·) ����	���+
��)� ��	�)-�� �������� ����
	
��. p(·) � C‖ · ‖� r(·) � C1p(·)�
������ �	� /%01'�	 ���
� !� ������
�� K = {u ∈ E : Fu = 0} �� ���
��

0� F = F1+F2 � �	� 	����� u �� E �����
�� 
�� 
���� �	����
� �� E� u+ 

u− � u∗ !
� u = u+ + u− v = u+− u∗ ∈ K � (F2u, u
+− v) � 0 ��� ���" v �� K�

����� !� ���������

Fu+ εAu = 0, ε > 0 /��2�

����
 �����
������ ��#���� u = uε � ��� ε→ +0 uε → u0�
0� uε $ �����
������ ��#���� %&�

(Au0, u− u0) � 0, ∀u ∈ K; /��1�

#� �������	��� �'�����

(F1uε, uε − u0) + (F2uε, u
−
ε ) + εm(uε, u0) � −ε(Au0, u∗ε + u−ε ). /��$�

�������	������� 3���)�	
�� !� 0 �	��	�� ��2 ���	��)� �� ��	����� ��0� ����
u0 ∈ K� ��

(Fuε − Fu0, uε − u0) = (Fuε, uε − u0) =

=(F1uε, uε − u0) + (F2uε, u
+
ε − u0) + (F2uε, u

−
ε ) � (F1uε, uε − u0) + (F2uε, u

−
ε ).

"��� u0 ����	��� �	4	
�	� (, ��1� ��
(Au0, u0 − uε) = (Au0, u0 − u+ε + u∗ε)− (Au0, u

∗
ε + u−ε ) � −(Au0, u∗ε + u−ε ).

5���	 ����� �� ��2 ������� Fuε−Fu0 + ε(Aε−Au0) = −Au0. *67	�
�� ���
����
�4	
�� � ��������� ����
�) ��
���

���� ��	������ A� �������

(F1uε, uε − u0) + (F2uε, u
−
ε ) + εm(uε, u0) �

�(Fuε − Fu0 + ε(Auε − Au0, uε − u0)) = −(Au0, uε − u0) � −(Au0, u∗ε + u−ε ),

��



���� ����������	 
���� ��	���� ��� �	�������
��	��������� � �	����� ����	���	 ��������� �� ��	� ��	����

��������� 	
� 
�� !
 ����� " ���	
����� ��
	�� " �	��� ����
� �
� ��	���	
��	�	 u ∈ E ��� ���	 ���
	��� u = u++u−� �� u+ ∈ K

� �
� ��� v ∈ K ���	
����� ��������	 (Fu, u+ − v) � 0.
�	��� ������
��� ���
����� "# � �	��� ��� � 	����

(Fuε, u
−
ε ) + εm(uε, u0) � −ε(Au0, u−ε ). 
��$

%	�����������	 ��	&	 ��������' ��(	����������	 �������� �� ��	���� ���# ��)
�� � �� ���	��'* (	�	���� F1 = 0# u∗ = 0�

��������� 	
	 
�� !
 ����� " ���	
����� ��
	�� " �	��� ����
� ���
� τ ∈ [0; 1)� μ > 0� m > 0� � C2 > 0 ����� ��	 �
� 
���� u� v �� E

���	
������ ����������

(Fu, u−) � μp2(u−),
(Au− Av, u− v) � m‖u− v‖2,
|(Au0, v)| � C2p(v)

1−τ ‖v‖τ .
�	��� ������
��	 �
���  ��	���� 	���� 
��$

p(u−ε ) � C2(ε/μ)
(2−τ)/2 (1/m)τ/2 
��+

‖uε − u0‖ � C2(ε/μ)
(1−τ)/2 (1/m)(1+τ)/2. 
��",

%	�����������	� -����� 	.	���/���'
x =

√
μp(u−ε ), y =

√
m‖uε − u0‖, a = C2(1/μ)

(1−τ)/2 (1/m)τ/2�
�	&�� ����������	 
��$ ��(�0���' � ����

x2 + εy2 � εa x1−τ yτ , ���� x2 � εa x1−τ yτ , � y2 � a x1−τ yτ .
�	&�� �� (���	&	 ����������� � ��	�	&	 ����������� (	��/��

x � (ε a yτ)1/(1+τ), y2 � a(εayτ)
1−τ
1+τ yτ = a

2
1+τ ε

1−τ
1+τ y

2τ
1+τ ,

�	&�� y � a ε(1−τ)/2 �# ����	�������	# x � ε
1

1+τ a
1

1+τ a
τ

1+τ ε
τ(1−τ)
2(1+τ) = aε

2+τ−τ2

2(1+τ) # ����
x � a ε(2−τ)/2, /�	 � �/��	� ��������* 	.	���/���� �	�(����� � �������������

��+ � 
��",� ��������� �	�����	�

��������� 	
� 
�� !
 ����� " ���	
������ ��
	��� " �	��� ����
� ���
� τ ∈ (0; 1]� α � 0� λ � 0 � μ� m� C2� C3� C4 ! �	
	���
��� ���
�

����� ��	 �
� 
���� u� v �� E ���	
������ ���������

p(u−) � p(u),

r(u∗) � r(u),

p(u∗) � p(u), q(u∗) � C2r(u),

(F1u, u− u0) � α r2(u) + λ p2(u),

(F2u, u
−) � μ q2(u−),

(Au− Av, u− v) � m ‖u− v‖2,
��



� ��� ������	� u0 
������	�� �	�������

p(u0) = 0�
|(Au0, v)| � C3q(v) + C4r

1−τ(v) pτ(v)�
���� ����
����
 ��������� �	������ ����� ������
�� ��� α > 0, λ > 0, τ ∈ ����� ������

r(uε) � 2εC5/
√
α,

p(uε) � 2εC5/
√
λ,

q(u−ε ) � 2εC5/
√
μ,

‖uε − u0‖ �
√
εC5/

√
m;

������

	� ��� α > 0, λ = 0, τ ∈ ����� ������

r(uε) � 2ε(2−τ)/2C6/
√
α,

q(u−ε ) � 2ε(2−τ)/2C6/
√
μ,

‖uε − u0‖ � 2ε(1−τ)/2C6/
√
m;

����	�


� ��� α � 0, λ > 0, τ = � ������

√
αr(uε) � εC7,

p(uε) � 2εC7/
√
λ,

q(u−ε ) � 2εC7/
√
μ,

‖uε − u0‖ �
√
εC7/

√
m;

����
�

���

C5 =
√

(C2C3+2C4)2

4α + C2
3

4μ + (1−τ)2(1−τ)/τ τ2C2
4

λ ,

C6 =
√

(C2C3+2CτC4)2

4α + C2
3

4μ + (1−τ)2(1−τ)/τ τ2C2τC2
4

m ,

C7 =
√

(C1C2C3+2C4)2

4λ + C2
3

4μ .

�������������� �� ����� x = r(uε)� y = p(uε)� z = q(u−ε )� w = ‖uε− u0‖� �����
����������� ��� � ������ ������ 	 �������� ��! ������ ���"

αx2 + λ y2 + μ z2 + εmw2 � ε (C3z + 2C4 x
1−τyτ + C2C3x).

#��������� ������ �����$ � τ ∈ (0; 1)�
%���������� &��� ���� '�
(� ���� )�� �� ����������*+ ����,������*+ �����

a, b, δ � β ∈ (0; 1) ����

ab � δ a1/β + (β/δ)β/(1−β)(1− β) b1/(1−β),

-���,�� β = 1 − τ � δ = ε−γ� a = x1−τ � b = yτ � .���� ��������� �����������
������ ���"

x1−τyτ � xε−γ + (1− τ)(1−τ)/ττ εγ(1−τ)/τy.

��



��������	 ����
��

 �
��
����� �

���
� �������
 � ���
�

αx2 + λ y2 + μ z2 + εmw2
�

�ε (C3z + (C2C3 + 2C4 ε
−γ)x+ 2C4 (1− τ)(1−τ)/ττεγ(1−τ)/τy).

�� ����� α > 0� λ > 0� γ = 0� ������ ���
�		 ������ ������ � �
��� �����
����
��
�� �
��
������ ��������

(
√
αx− ε (C2C3 + 2C4)/2

√
α)2 + (

√
λ y − εC4(1− τ)(1−τ)/τ τ/

√
λ)2+

+(
√
μ z − εC3/2

√
μ)2 + εmw2

�

� ε2 ((C2C3 + 2C4)
2/4α + (1− τ)2(1−τ)/τ τ 2C2

4/λ+ C2
3/4μ),

�� ����� �
��
����� ��
��
� � !""�#
$� ����� α > 0� λ = 0� τ ∈ (0; 1)� γ = τ/2� ������ ��������	 �������
��


p(uε) = p(uε − u0) � C‖uε − u0‖� �������
αx2 + μ z2 + εmw2

�

�ε (C3z + (C2C3 + 2C4 ε
−τ/2)x+ 2 C4 (1− τ)(1−τ)/ττεγ(1−τ)/2w),

�� ����� �
��
����� ���%
 ��� � � �� ������� �
��
����� � !"��#
 � ����� α � 0� λ > 0� τ = 1� �����

αx2 + λ y2 + μ z2 + εmw2
� ε (C3z + (2C4 + C1C2C3 )y),

��� ��
� � !"$�! &�
�����
  !' �������� ��������(!

��������� �	
	 ������ ��	 |(Au0, u)| 
 τ > 0 ����� ���������
	 
 �
�������
������ ���������������� �������
�� �
�� ����� "!)��

���� r(u) � C1 p(u)� �� ����������
��� ������ � !""� ����� 
��
�� � �����
���
���� ����������
��� ������ � !"$�� ��� ����������
��� ������ (4.11, 4.12)
� �� �
���������� �
����� r(u) � C1 p(u)� ������  �� ���������� ��
�� ����
������ �
��
������ ������� � ��������� ���������	�  ��!� 
���
���	 ���
�
����������� ���������������� ������� "�� ��
������� 
��� ������ #���
����� ����
��$ �%&�� ��	 ����'���� ������ ����� � E ��  ��!� ������
����	 � �������� 
����	� ����� ��������
	� �
������	 (Π) 
��$
��� ����

����
��� E� (��� ��� ����'�  ��!� 
���
���	 ����� ���
����� ��������

��� %&� ��	 ������ 
 ���������� ����	�
������

��� ������	
� �	���
� �	��	
 �	������ ������ ����

	��� ��������

* ���� ���
�
 �� ���
�
� �
������� ������ ���
�� ���
�
��	 �������+
��� ���
 �,
��� �� �
�
��  !' ��	 ����� ������ -���.�- � ��	 �
������
��
��� ����� � ����
���� �
�	�����
�!

��



������ ��� ������� ����� �� E � E∗ � ���	
	 ������� �	����������
�� K � �����	� �������	� �����	� 	���	�����	 E�
�� J : E → E∗ � 	����	� ��	�������	��� 	��	�������	 ������� ϕ (���

	��������� �	�)�

� PK : E → K � 	����	� �	�����	������ ���� ‖u − PKu‖ � ‖u − v‖ ��

���� v ∈ K�
�� Fu = J(u − PKu) 	����	� ������ ��������� � ��	�����	� K (���

��
� ��	���� �	�)� ����� 	!���	� 	����	� F �	�	�	����� ��������������
� K = {u ∈ E : Fu = 0}�

�� u+ = PKu, u
− = u− u+;

�� A : E → E∗ � �����	 �	�	�	���� ��������	 ���������� 	����	��
"	
�� ���������� ����#$���� ��������� 
	�� � 	����� �
	� ����� ���%

‖uε − PK uε‖ � ϕ−1(ε‖Au0‖),
m(uε, u0) � ϕ−1(ε‖Au0‖) ‖Au0‖.

�������������� �������������� ���������� !��"� ���#��� $ ������% ������&
�� ������ ��������% 
	�	

'��� � ���#���( ��������"����%) *�� ω ∈ R
n $ �"����*����% �+����� � "��&

��,� ������ C0,1) �	�	 ω �#��� ��"��%���- "����,�	

������ ��	� ����� E = H1
0(ω) � 
���!���	�	 �	��������	 �	 ���������

�	���������� (u, v) =
∫
ω �u�vd x � �	��	� ‖u‖ = (u, u)1/2�

&����	���� ����$� � ���������� ����������%
����� u = u0 ∈ H1

0(ω) ∩H2(ω) ���	�� $�	

∀x ∈ ω : − � u � f, (� u+ f)(u− ψ) = 0, u � ψ,


�� f ∈ L2(ω), ψ ∈ H1(ω) � ψ � 0 ∀x ∈ ∂ω.
�
	�
�

�������������� ��.���������% ��/���% ����*� �
	�
� � �� 0���*����- ��&
��������,�- #���� �� �� � ��+���( �1) �2�	 34 ����� ����*�# �,���� ��������
�(���#���� ���*��#� ��������#�,��	 5�#���#) *�� 6' �
	�� �#��� ��/���� +��
������������% ���-*���% u0 ∈ H2(ω)	

6����# 0��#4 ����(�� A(u, v) � F (u, v) : E × E → R 0��#���#�

A(u, v) = (u, v)−
∫
ω

fv d x, F (u, v) =

∫
ω

u−v d x,

u−(x) = min(u(x)− ψ(x), 0), u+(x) = u(x)− u−(x) x ∈ ω.

5�#���#) *�� ���� u−(x) ∈ E, u−(x)(u+(x) − ψ) ≡ 0, �	�	 u−(x) = 0 ��%
{x ∈ ω : u(x) � ψ(x)} � u+(x) − ψ(x) = 0 ��% {x ∈ ω : u(x) � ψ(x)}) �	�	
u+(x) − ψ(x) = u(x) − u−(x) − ψ(x) = u(x) − (u(x) − ψ(x) − ψ(x)) = 0	 7�
�����#4 8���� �������) *�� 0��#4 A(u, v)) F (u, v) �������-� � E ��������4 A

��



� F �� ������	� (Au, v) = A(u, v) � (Fu, v) = F (u, v)
 ���� ���������� ��� ���
����	���� ���������� � ���������� ������ (Au− Av, u− v) = ‖u− v‖2

���� ������	� ��	��	� �	�	�	 �	������	 � ��	�	���� ���� ��	��� ��������

�� �� �������  ����	 �������� ��� ������� u0 ���� �	�	�� �������� �������!
����� �������� "# $%
&' � ���(������ K� ������������ �� �������)

K = {u ∈ E : Fu = 0} = {u ∈ E : u � ψ �	 ω}
���������	� 
�� $*+&,'� �����

-' ����	
� �� $%
&' �
	�����
� H2(ω)�
+' p(u) = ‖u‖0, 2, ω� τ = 0� μ = m = 1� C = ‖�u0 + f‖0, 2, ω�
����� -' ����	����� �����
� �������
� $%
%'�
+' ���	�
 $%
.� %
-/' 
���� �
��

‖uε − u−ε ‖0, 2, ω � C ε, |uε − u0|1, 2, ω � C
√
ε;

0' u0  ����	
� !���"
 $%
-%'�

1��	�	��������
 2���	���� A � F �����������3� �������� ��������� %
% ��
���������3
 4������ (Fu, u+−v) � 0, ∀v ∈ K ����������� �����35�� �6�	���)

(Fu, u+ − v) = (Fu, u+ − ψ + ψ − v) =

∫
ω

u−(u+ − ψ) d x+

+

∫
ω

u−(ψ − v)dx =

∫
ω

u−(ψ − v)dx � 0,

�
�
 u−(u+ − ψ) ≡ 0, 	 u−, ψ − v � 0 �	 ω.

7���� ����

(Fu, u−) =
∫
ω

(u−)2d x = p2(u−),

|(Au0, u)| = |
∫
ω

(∇u0∇u− f u)dx| = |
∫
ω

(�u0 + f)u d x| �
�‖�u0 + f‖0, 2, ω‖u‖0, 2, ω = C p(u).

8	��� �6�	��� �	��3����� -� + ������(���� %
- �����	�� �� ��������� %
%

1�� ���� ���6� ���	�	�� ��������� �	��3����� ������(���� %
- �	������ ���

��� ������������ �������	������� �	 ω ������� v ������� u = v + ψ ����	�!
��(�� ���(�����K� ������� (Au0, u−u0) � 0
 "������ � ��������� ���	�������
��	�	�	 v = 0� 	 �	��� v = 2(u0 − ψ)
 9������ ��	�	�	 (Au0, ψ − u0) � 0 � �	!
��� (Au0, u0 − ψ) � 0� �
�
 (Au0, u0 − ψ) = 0
 :� ��������� �	������	 �������
(Au0, v) � 0 ��� ���� v � 0 �	 ω� v ∈ E
 :� �������  ����	 ������ �������
−�u � f � 0 = (Au0, u0 − ψ) =

∫
ω(�u + f)(u0 − ψ) d x� 	 �
�
 �u + f � 0 �

u0 − ψ � 0� �� (�u+ f)(u0 − ψ) = 0
 ;�� � ���6��	���� ���	�	��


��



������ ���� ����� E = H1(ω) � ��	�
���� ���������� � ���	����� ���
����������� (u, v) =

∫
ω(∇u∇v + u v) d x � ���� ‖u‖ =

√
(u, u)� ���������

� ω ������ � ������������ �� �������� ����� u = u0 ∈ H2(ω) ����� ��

∀x ∈ ω : − � u+ u = f,

∀x ∈ ∂ω : u− ψ � 0, ∂u/∂n � 0, (u− ψ)∂u/∂n = 0,

��� f ∈ L2(ω), ψ ∈ H1(ω).

������

��	
���� � �
���������� ������� 	����� ���� � �� ��	������� ��������
� �� !�"�� ���� � ��#��$ %&' �()� *� 	���� ���
��! � ���� ������� �$��
��!��� �	
���!�� ��������!� ��� +!��!' �� ,- ���.� �!�� ������� #�	
��������"���� ���/����� u0 ∈ H2(ω)�

,����! ���!� 0���$�� A(u, v) � F (u, v) : E × E → R ���!
��!�

A(u, v) = (u, v)−
∫
ω

fv d x, F (u, v) =

∫
∂ω

u−v d σ,

u−(x) = min(u(x)− ψ(x), 0), u+(x) = u(x)− u−(x) x ∈ ω.

+!��!' �� %�1) u−(x) ∈ E� 2	 ����!� ����� ����
�' �� ���!� A(u, v)'
F (u, v) ����"��/ � E �������� A � F �� ���!
��! (Au, v) = A(u, v) �
(Fu, v) = F (u, v)� 3�4�� ��������' �� 5� �������� ���������� � !�������'
�����! (Au− Av, u− v) = ‖u− v‖2�

6��� ��$����� ������� 	����� ��	����!� � 
��	����! ���� ������ �
�� ��'
� �	 ���!
�� 7���� ���
��!' �� ������� u0 5�� 	����� ������� ��������
!���� �������! ,- ���.� � !��"����! K' ���������!�! �� ���!
��8

K = {u ∈ E : Fu = 0} = {u ∈ E : u � ψ �� ∂ω}.
9������ ����	������� ������"���� ���' !�"�� ����	��

���	
����� ��� �%1.)�� �����
�� �� ���� !" ���.� ������	�#�� H2(ω)$
1� p(u) = ‖u‖0, 2, ∂ω� τ = 0� μ = m = 1� C = ‖∇u0‖0, 2, ∂ω�
%��� �� ���	��&��� ��	��� �	������� �����$
1� ����� ���&' ���(� ���&� ����

‖uε − u−ε ‖0, 2, ∂ω � C ε, ‖uε − u0‖1, 2, ω � C
√
ε;

:� u0 � �� ���� ������ �������

������ ���� ����� ∂ω = Γa ∪ Γu� ��� Γa � Γu ��������� ����������&'����

����#������ ������ Γu ����� �	#���	���& (n−1)������& ����(����
��& �����

)
������ E = {u ∈ H1(ω) : u = 0, x ∈ Γu} � ��	�
���� ����������
� ���	����� ������������� (u, v) =

∫
ω(∇u∇v) d x � ���� ‖u‖ =

√
(u, u)�

��



���������� 	 ω 
���� � ��������	��� �� �������� ����� u = u0 ∈ H2(ω)
������ ���

∀x ∈ ω : − � u = f,

∀x ∈ Γu : u = 0,

∀x ∈ Γa : ∂u/∂n � 0, (u− ψ)∂u/∂n = 0, ψ � 0, u− ψ � 0,

��� f ∈ L2(ω), ψ ∈ E.

��� ������ ��	�
��� 
��
���
��� �����
��
� ������ ����� ��	� � ��	�����

���	
��
� ����� ���
���� ∂ω �� Γa� �� �����
�	�� ��
 �� ������� ��
�	�!

"
��� ��#�

��



����� �

����	
���� ��
��� ������

��� ������	
��
����� 	���� ��� ���������� ������� ���

���


� ���� ���	
�
 �� �
	�����
�� ���
E � �
����
����
 �
��
������
 �������� ������������
p(·)� r(·)� � �
�
�����
 �������� � E�
N = {u ∈ E : p(u) = 0} � ��������
 �	����������� � E�
��� (E, p) ����	�
� (Π) ��������� �� !� �"
"

∀u ∈ E ∃v ∈ N : ‖u+ v‖ � C p(u), #$"%&

�	
 C > 0 � ����'���' #��" ���
����
 �"%&�
A : E → E∗ � ��	������ �
�
������ � ������ ���������� �
������ �"
"

(Au− Av, u− v) � m(u, v), #$"�&

�	
 �������� ����(�� m 	��� � ��
	
�
��� )"��
F : E → E∗ � ��	������ �
�
������ ���������� �
������ �	���
����'*+

,�� ������'�-

∀u, v ∈ E, u− v 	∈ N : (Fu− Fv, u− v) > 0, #$")&

∀u, v ∈ E, x, y ∈ N : (F (u+ x), v + y) = (Fu, v), #$".&

K = {u ∈ E : Fu = 0} 	= ∅. #$"$&

���������	� 
��� ��� ∀ψ ∈ K �����	
���� ���	�����

K = ψ +N. #$" &

/������
������" 0� ������' #$".& ������

F (ψ) = F (ψ + x) = 0 ∀x ∈ N,

��



���� ψ +N ⊂ K� ������	 �
������ ��������� ����� u � ����������� ���	���
	������� K� ������ ���� Fψ = Fu = 0� �� (Fψ−Fu, ψ−v) = 0 �� � �!" ������	�
��� u− ψ ∈ N � �����������  �# ���������

����������� 	
�
 ���������� �	
���� �

��� (��� ) � E �
����� �

���
�
��� u = u0 ∈ K �
���� ��� �	� ���� w �� N ��	
������ 	
��������

(Au,w) = 0. � �$"

������� 	
�
 ��	�������  �# ��	��� ����
������ � �	
��������� ����
 
����
�� �	
���� �

� !��"� �
�	���	� ����
����� �����	���� �

�� #�	� 
��� � %#!&$"

����������� 	
�
 ��������
� �	
��
� �

�
 �����
��� 	
�	����
 � E"

�������������� '����� � �$" ���������� ()*
����� u = u0 ∈ K ������ ��� ��� ��+ v �� K �����,���, ���������*

(Au, v − u) � 0. � �-"

�������������� ����� ��� ��+ v �� K �����,���, ��������� � �-"� .� ����/
������,  �# �������� ��� N = u−K� ��, ������������ ���	���� w ∈ N ������
v = u±w ����������� K� �����	� ������	���� �����,���, �� ���������
(Au,w) � 0 � (Au,w) � 0� ���� (Au,w) = 0� 0
������ �������� ���� �� ����/
��� � �$" � ����������,  �# ������	 (Au, v − u) = 0, ∀v ∈ K� ����	 �
����	
��, ������������ w ∈ N �	��	 (Au,w) = 0� � �����	� u ,�,���, ��1����	
�
�
2����� ������ ������ � �$"� 3� ���� �������� A ������ 	���������� �� ��
�����	� 4�# � ��	�����, 4�$ ������	� ��� () � �-" �	��� ����������� ��1�����
����������� ���������

����������� 	
�
 %	
������

Fu+ εAu = 0, ε > 0 � �5"

����� ����������� 	������ u = uε �
���� ��� (Auε, v) = 0 ∀v ∈ N � �	�
ε → +0 uε → u0� �	���� u0 & ����������� 	������ ���������� �	
����
�

�� � �$"� � ��	
�����
 �����


(Fuε, uε − u0) + εm(uε, u0) � −ε(Au0, uε − u0). � �#6"

�������������� 7�2�������� � ����������8�� ��1���, �������, � �5"�
������, �+���	���� uε → u0 ��� ε → +0 ������� �� �������, 4�9 � ��	�����,
4�$� :������������ () � �-" � �
�
2����� ������ ������ � �$" ��	����� ���
������������� ����������,  �9�

������	� ��� (Auε, y) = 0 ∀y ∈ N. ������������� ��, ������������ y �� N
������	 �� � �4" ��� v = 0

ε(Auε, y) = −(Fuε, y) = −(Fuε, 0) = 0

��



������ ��	
�� ����� ������� ������� ����������� ��	�� �������� �	�	 ����
��������� ! �� "� �#� ��� $ %������� u �# E " � &�� u+ = u0! � u− = u−u0	
'	�	 u0 ∈ K! � �# "���� &��� �	
 �������� ���(����� u+ − z ∈ N "�� ���)
z �# K	 *# ��� �� ��	�� " �����! �� �"�������� �������� (Fu, y) = 0 "��
���) y ∈ N ! " %� �� (Fu, u+ − z) = 0	 '����  +��# � ��� ��� , �������� �	�
��" ��(��! �� � ��#����� " ������� �����&����� "���� &��� �	�	

��������� �	
	 ��������� ��	-� ��� 	
������������� ���� 	������ �� ����
������ A � F ���	����� ��	������� 	��� ������ 
�������� ����	���
������  ���� ����!�� ��� ������	� "�	���� 	�"��� ������	���#�� ���
����$����� ������� !���"�� ������ ������%����� !��	& 	���� ��� ��	���&��
����"���	� �� ���		�"�	��� 	��� ��� �./0! .10! .
/0�	 �	������ ����"�� 	��
	���� � ���' "�� � (��� 	����� �!"���	� �� �������� ��	-�' � ��������
���� (1 − ε)Fu + εAu = 0� )�	������ �������� �!"��� � �������� �	
! �	, �
� 	���	����� � ��� 	 
��#��� g(ε) = 1 − ε, ε ∈ (0, ε0), ε0 < 1� *���"�� ���
	�� 
�����&�� !����� ε �� ε

1+ε ���"�� �������� ��	-�� *	�� ��%� �� ����
��		��������& (�� 
�����&�� ����� ���	��� �������� ��	-��

���������� �	� �.,/0�	 )	�& α � 0 � λ' γ + ����%����&��� ���	�����
�����' "�� ��� �	�� u �! E � w �! K ���������	� �#����

(Fu, u− w) � αrγ+1(u− w) + λpγ+1(u− w). ��	

�

 �,�� 	���������� !����"���� ������%���� �	� � �#����-

α1/(γ+1)r(uε − u0) � (εC‖Au0‖)1/γ(1/λ)1/γ(γ+1), ��	
,�

p(uε − u0) � (εC‖Au0‖/λ)1/γ, ��	
��

m(uε, u0) � (ε/λ)1/γ(C‖Au0‖)(γ+1)/γ, ��	
��

!��	& � ��%� ��	������� C �!��� �! �������	��� ��	
�

� ��#�������� 	 '	�	 %������ u0 �� ����� ��� ��������� ��	1� "�� ���) v �#
N ! � "��� (E, p)  +������ ��� ���� (Π)! � ∀u ∈ E, ∃v ∈ N ��� � �� 

|(Au0, u)| = |(Au0, u+ v)| � ‖Au0‖ ‖u+ v|| � C‖Au0‖p(u). ��	
��

*#  ��� � ��	
�! �	

! �	
�� �����

αrγ+1(uε − u0) + λpγ+1(uε − u0) + εm(uε, u0) � εC‖Au0‖p(uε − u0),

�# " ������$ ����������� ������(� ����������� ��	
, 2 �	
��	
������������ 

pγ(uε − u0) �
εC

λ
‖Au0‖,

��



αrγ+1(uε − u0) � εC‖Au0‖
(
εC

λ
‖Au0‖

) 1
γ

,

m(uε − u0) � C‖Au0‖p(uε − u0),

������� ���	
�
�� � ���� � ������

���������	� 
�
 ������ ����� �� ����	
��	� ��
�� ������
�� τ ∈ (0; 1)� α� λ� γ� C1 � ������
����
 ���������
 ���
� ��� �� 	�
�

u � E ����	
��	� ��
���

|(Au0, u)| � C1r
1−τ(u)pτ(u). �����

����� ����	
��	� ������
�� ��
����
�� ���  ��
���

r(uε − u0) � ε1/γ(1/α)(γ+1−τ)/(γ+1)γ(1/λ)τ/γ(γ+1), �����

p(uε − u0) � ε1/γC
1/γ
1 (1/α)(1−τ)/(γ+1)γ(1/λ)(γ+τ)/γ(γ+1), �����

m(uε, u0) � ε1/γC
(γ+1)/γ
1 (1/α)(1−τ)/γ(1/λ)τ/γ, �����

���
�
���������  � ���!" ����" ����� �
� #�" �
� $ 	�$ ���
�
�������� 	�����%
#�&$' ��� 	��()$* &��
��&����+

αrγ+1(uε − u0) + λpγ+1(uε − u0) + εm(uε, u0) � εC1r
1−τ(uε − u0)p

τ(uε − u0).

 � 	�����&�,� &��
��&���
 $*��*

r(uε − u0) � (εC1p
τ(uε − u0)/α)

1/(γ+τ).

-����
��'' .�� &��
��&���� � 	�����(/��" 	��()$* 	�������
����&� �0�&�$ �
%
���)�&$' 	�����#�&$' ����

���������	� 
�� ������ ����� λ = 0  	���������� 	�
 ��������
 ����	�
��
����
�� ����
����� ����	
��	� ������
�� ��
����
�� ���  ��
���

r(uε − u0) � (εC1C
τ
2/α)

1/(γ+τ)‖uε − u0‖τ/(γ+τ), ���!�

m(uε, u0) � (ε/α)(1−τ)/(γ+τ)C
(1+τ)/(γ+τ)
1 C2‖uε − u0‖τ(γ+1)/(γ+τ), �����

��
 C2 > 0 � ��������� � �
��	
���	� p(u) � C2‖u‖� �� �
������ C2 !��

�
��	
���	� 	������
���� ���� p(·) � �
��
��	��� ������� ��
���
�
��������� �
� $ 	�$ ���
�
�������� 	�����#�&$' ��� 	��()$* &��
��&%

����+
αrγ+1(uε − u0) + εm(uε, u0) � εC1C

τ
2 r

1−τ(uε − u0)‖uε − u0‖τ .
��



�� ������	�
� 	����	��� �����

αrγ+1(uε − u0) � εC1C
τ
2 r

1−τ(uε − u0) ‖uε − u0‖τ .
����

r(uε − u0) �
( ε

α
C1C

τ
2‖uε − u0‖τ

) 1
γ+τ

,

��� �������� � �������

m(uε, u0) � C1r
1−τ(uε − u0)C

τ
2‖uε − u0‖τ � C1

(
εC1C

τ
2

α

) 1−τ
γ+τ

‖uε − u0‖
τ(1−τ)
γ+τ +τ ,

��� ���� �����

��������� �	
	 ����������	 ������ 
�� �	������� ����������� ���� ���	�
�� �������� 	������� ������� 	���	 �	��� ������ 
���
	�	������ ���
�
	������ ���	��� (Π)� ������ ����� � ����� 
	����� ����� � 	� �� 	
����	��
�	� ���� 
	�	��� ��	 	���	 	�� 
	����!��� 
�� �	������������ ��	�	���
��	���	��� �������	��	 
	���	���� ���� "#� ��� �	������� ������

��������� �	�	 $�	%�� ��� ���������� ��	�	��� ��	���	��� �

�	��������
� 	
����	�� F ������� ����� �	&�������� α ������ �� 	� ε� ��
����� ���'

F = α0ε
−δF1 + λF2, α0 > 0, δ > 0, λ > 0,

�
K = {u ∈ E : Fu = 0} = K1 ∩K2, Ki = {u ∈ E : Fiu = 0}, i = 1, 2.

(	%�� 	����� ����� � ����� ���!� ���'

r(uε − u0) ∼ ε[γ+1+δ(γ+1−τ)]/γ(γ+1), ������

p(uε − u0) ∼ ε[γ+1+δ(1−τ)]/γ(γ+1), ������

m(uε, u0) ∼ ε[1+δ(1−τ)]/γ, ���� �

�	&�������� � ����� � ��� � ���� �		��������! �� �	&���������� � �����
� ����� � �����	� α �� α0�

!�����		"� �#�	$� %�%&��% �������"�	��� ��������'&(�) 	����	��
� ����	�* α 	� ε−δα0�

��������� �	�	 )��� 	
����	� A ��	�����	���� ���	��! *��
� ���	��� +�
�
,���-'

‖Au− Av‖ � M(‖u‖+ ‖v‖)‖u− v‖σ, ������

%�� σ > 0 . 
	��	������ M(t) . ������! �� ������� ��	����������	%	 ��%��
������ (	%�� 	����� ���� � ����� ��� � �	��	 ������� �����! �� 	����	�'

m(uε, u0) � CC3‖uε − u0‖σp(uε − u0), ������

%�� C3 = sup{M(‖u0‖+ ‖uε‖)� ε ∈ (0; 1].

��



����������	
�� � ��������
�� ��� ����� (Auε, v) = (Au0, v) = 0 ��� ���� v

� N � ����� ������

(Auε − Au0, uε − u0) = (Auε − Au0, uε − u0 + v) ∀v ∈ E

�����	 � ����� � ������� (Π) ���� ��

m(uε, u0) � (Auε − Au0, uε − u0) � C‖Auε − Au0‖σp(uε − u0),

 �� ������ � ���!�� ���� ���!"��
#��������� ����� ������
� �����$�� 
� ���
$� ��� �������
�� ��� ��%

����	 ��� ���� u, v ∈ E � 
�������&� w � K �$���
�'��� �(�
��

(Fu, u− w) � μp2(u− w), μ > 0, ���!)�

(Au− Av, u− v) � m‖u− v‖2, m > 0. ���!*�

+���� ,��� ��&�� �$�	 
�����
$ �(�
�� ����%

‖Au‖ � M‖u‖+ L, L > 0, ���!��

‖Au− Av‖ � M‖u− v‖, M > 0. ����-�

������� �����'.�� ��������
��%

���������	� 
�� �/!)0�� ����� ���	
��	� A � F ��������	��� �����
�

���!)� ��!* �� ���
 ��	
������ �
�������� �	�������� ��� � �������

1�
p(uε − u0) � εC‖Au0‖/μ, ����1�

‖uε − u0‖ �
√

ε/mμC‖Au0‖; ����!�

!� ���� ����������� �����
 ���!�� � �� ������	��� v ∈ E� Av = 0� ��

‖Au0‖ � C 2M 2‖Fv‖/mμ+ 2M‖v‖+ L; ������

�� ���� ����������� �����
 ���!�� � �� ������	��� v ∈ E� Fv = 0� ��

‖Au0‖ � M(‖Av‖/m+ ‖v‖) + L; ����2�

2� ���� ����������� �����
 ���!��� ��

‖Au0‖ � (1, 5C 2M 2‖F0‖+ μM‖A0‖)/mμ+ 1, 5L; ������

�� ���� ����������� �����
 ����-�� �� ��	
������ �������� ���������

������ ����!�

��



‖uε − u0‖ � εMC 2‖Au0‖/mμ; ������

�� ���� �����	
���
 ���	� ������ � ��
 	�������� v ∈ E� Av = 0� ��

‖Au0‖ � C 2M 2‖Fv‖/mμ; ������

�� ���� �����	
���
 ���	� ������ � ��
 	�������� v ∈ E� Fv = 0� ��

‖Au0‖ � ‖Av‖(1 +M/μ); ����	�

����� �� ���� ���	�� C � �	���	�� �� 	�����	���� ���
��

�������������� 
� ����������� ����
� ����� ������� ��������������� �� ���
��
��
�� 

�� �!��� ������"���" �#��� ����$� � ��" �������%� v �� E Av = 0� ��%�� ��
(Π) ���&����� ����� ����� ���!'�(

μp2(u0 − v) � (Fu0 − Fv, u0 − v) = −(Fv, u0 − v) � C‖Fv‖p(u0 − v),

���( �)����( p(u0 − v) � C‖Fv‖/μ�
*)����'�( t = ‖u0 − v‖� ��%�� �� ����� ���	� � (Π) ���&���� ���!'�(

mt2 � (Au0, u0 − v) � C‖Au0‖p(u0 − v) � C2‖Fv‖(Mt+M‖v‖+ L)/μ,

�������������

t2 − tC2‖Fv‖M/μm− C2‖Fv‖M(‖v‖+ L/M)/mμ � 0,

���� �����"" �����& �������

(t− C2‖Fv‖M/2μm)2 � C4‖Fv‖2M 2/4μ2m2 + C2‖Fv‖M(‖v‖+ L/M)/μm,

�� ��� ����������� ����������� a2+2ab � a2+2ab+ b2 = (a+ b)2, �� �� ������!+
,�%� ����������� ��� a = C2‖Fv‖M/2μm � b = ‖v‖+L/M ���!'�( t−a � a+b,

����
‖u0 − v‖ � C2‖Fv‖M/mμ+ ‖v‖+ L/M.

*#��� ������ ������ ����!�� �� ����$� 
�� �!��� ������"���" �#��� ����$� � ��" �������%� v �� E Fv = 0� ��%�� ��

����� ���� ���!'�(� '�� u0 − v ∈ N � ���� �� ����� ���	� ����!�� �����������-

m‖u0 − v‖2 � (Au0 − Av, u0 − v) = −(Av, u0 − v) � ‖Av‖‖u0 − v‖,
���( �)����( ‖u0‖ � ‖Av‖/m+‖v‖� .� ��������%� ����������� � ����$� ���!'�(
�������

�� �!��� ������"���" �#��� ����$�� ��%�� �� ���&���� (Π) � ����� ���$�

μp(u0)
2
� (Fu0 − F0, u0) = −(F0, u0) � C‖F0‖p(u0),

��



����� ����	�� p(u0) � C‖F0‖/μ

���������� � �����	������� ��
�� �
��� �
����

m‖u0‖2 � (Au0 − A0, u0) = (Au0, u0)− (A0, u0) � ‖Au0‖p(u0)+
+‖A0‖‖u0‖ � C2(M‖u0‖+ L)‖F0‖/μ+ ‖A0‖‖u0‖,

���	����� t = ‖u0‖� ����� �	 ��������� ����������� ������
t2 − (C2M‖F0‖+ μ‖A0‖)t/mμ− C2L‖F0‖/mμ � 0,

����� ����	��(
t− C2M‖F0‖+ μ‖A0‖

2mμ

)2

�

(
C2M‖F0‖+ μ‖A0‖

2mμ

)2

+
C2L‖F0‖

mμ
.

 
�
 �! a, b > 0 ���������� �����������
√
a+ b �

√
a +

√
b� ��

t � (C2M‖F0‖+ μ‖A0‖)/mμ+ C
√

L‖F0‖/mμ,

� �
�
 2ab � a2 + b2� �� �������� �������� � ����"��#�� ����������� ��$��
���������� ���%

2C
√
L‖F0‖/mμ � C2M‖F0‖/mμ+ L/M,

�
�

‖u0‖ � (1, 5C2M‖F0‖+ μ‖A0‖)/mμ+ L/2M.

�&���� ��
'�� !�!���! ��������� ��������� ����������� � ��
���(
�� ��� �"���!���! �&���� ��
')�� �� �	 �&���� ��
�*�� 	�������! �
� � ����+

������� ��
',� �"������ ������������� ��
'*�

*� ����� �"���!���! ����������� ��
')� � �! ���������� v �	 E Av = 0


 ����� ��� � �� ������ -��� ����	�������� �����$���! �
�� ������
p(u0 − v) � C‖Fv‖/μ� �

m‖u0 − v‖2 � −(Au0, v) � C‖Au0‖ p(u0 − v) �

�C‖Au0 − Av‖ p(u0 − v) � C2M‖u0 − v‖ ‖Fv‖/μ,
�
�
 ‖u0−v‖ � C2M‖u0−v‖ ‖Fv‖/mμ
 .	 ��������� ����������� � ��
')� ������

‖Au0‖ = ‖Au0 − Av‖ � M‖u0 − v‖ � C2M 2‖u0 − v‖ ‖Fv‖/mμ,

��� ��������� � ��
'��

�� ����� �"���!���! �&���� ��
')� � �! ���������� v �	 E Fv = 0
  ����� ���

� �� ������� -��� ����	�������� �����$���! �
�� ������ ‖u0−v‖ � ‖Av‖/m�
�

‖Au0‖ = ‖Au0 − Av‖ � M‖u0 − v‖+ ‖Av‖ � M‖u0 − v‖+ ‖Av‖ �
�‖Av‖(1 +M/m).

�����$���� �
� ����	��� �������/


��



��� ����� ��	
�� ��	����� 
����	�� ��� �
����	���

�����	������� ������� ����� ������� ��� �
����	���

���������� ����
�������
���� ���� ��� 
�
�����
�

�����
� ������

� ���� ���	
�
 �� ������� �
������� �����
���� ��
� ��� 	�� ����
����
���
��� ��	�� ������
 �������������
 ����� ��
 ���
�
��� ��������!
"������ ��
� 	�� �#�#�
���� ���
��� ��	���$
%	
�� �� #�	
� �
	���&���' ��� ω � ω1 ( �&�����
���
 �#����� � R

n � &��!
��"
� ������ C0,1 )�	 �
������ �#����� �	
�� � 	��

 �����
��� �	���������
�#�����*' ���
� ω ⊂ ω1' ω1 ( �#����� ' ω1\ω ( �������
 ��� 
����' �����
�!
�� ��������� ������&� �������� �#������� � �
&������� &����"
� � ���������
���� �����
�� �
 
�
�
������$
� ���
���
 E �� #�	
� #���� ����������� +$,$ +�#��
��- W 1,s

0 (ω1) �� s > 1

� ������ ‖u‖ =
(∫

ω1
(∇u,∇u)s/2d x

)1/s

, � ���������� r(u) = ‖u‖0,s,ω1\ω'

p(u) =
(
krs(u) +

∫
ω1\ω(∇u,∇u)s/2d x

)1/s

' &	
 k = 0' 
��� ��� 
���� ω1\ω ��!
��
��� �#������ � k = 1 � �������� �����
$ .�� ����� ��
	
�
��� ��� E, p

�#��	�
� � �
��
 /$0 Π ���������$
1��� u ∈ E' �� �� �
��� /$2 �����
� ��
	����
 ���������������
 �"
���

)/$/3*
‖u‖0,s,∂ω � C(ω1, ω)r

(s−1)/s(u) p1/s(u).

������ ���� ���������� 	 ω �
����
�� ��
��� ��������

����� u = u0 ∈ W 1,s
0 (ω1) �
�	���	������ ���	�����

−
∑
1�i�n

∂

∂xi

(
(∇u,∇u)(s−2)/2uxi

)
= f, )4$56*

�
� f ∈ Ls′(ω)� (1/s) + (1/s′) = 1� ��
 �������� ��
��� )4$56* �� 	�
� ���

�� �������� � � ������ �������� ���� u = u0 �	������ ��������� ���� ��

�
�	���	����� ���
���	�∫
ω

(∇u,∇u)(s−2)/2(∇u,∇v)d x =

∫
ω

f vd x, ∀v ∈ W 1,s
0 (ω).

.������� ��� � � ���
��� 0$3 ( 0$0 �
������A � F $ ��� ���&� ��
	
� 7����
������
 A(u, v), F (u, v) : E → R � ���
� �������
����� A(u, v) = (Au, v)'
F (u, v) = (Fu, v) ��
	
��� �
������ A � F : E → E∗$ .���� a � 0' b � 0'
a+ b 	= 0

(Au, v) =

∫
ω1

(∇u,∇u)(s−2)/2(∇u,∇v)d x−
∫
ω

f vd x,

��



(Fu, v) = a

∫
ω1\ω

(∇u,∇u)(s−2)/2(∇u,∇v)d x+ b

∫
ω1\ω

|u|s−2u vd x,

����������� �	��
���� A � F ������� ��	�������� ����������� �	��
�
���
�� � ����������� �����
� ���� ���� �� ��� � �� �����

∃m > 0, ∀u, v ∈ E : (Au− Av, u− v) � m‖u− v‖s, s � 2, � �!"�

∃M > 0, ∀u, v ∈ E : ‖Au− Av‖ � M (‖u‖+ ‖v‖)s‖u− v‖, s � 2, � �!��

∀u ∈ E : (Fu, u) � αrs(u) + βps(u), s > 1, � �!��

∃m > 0, ∀u, v ∈ E, ∀s ∈ (1; 2] :

(Au− Av, u− v) � m(‖u‖+ ‖v‖)s−2‖u− v‖2, � �!��

∃M > 0, ∀u, v ∈ E, ∀s ∈ (1; 2] : ‖Au− Av‖ � M ‖u− v‖s−1. � �!!�

#��� ���$���� ω1\ω ������� �%�
��&�' �� α = b, β = a�
#��� ���$���� ω1\ω �� ������� �%�
��&�' α = b, β = 0 	�� a = 0' �

α = β = min(a, b)/2 	�� a > 0, b > 0�
() ������ � �!" *  �!!�' 	�����$���+  �!'  �, � )
��-
��+  �!'  � ����
��

����$������

���������	� 
�� ���,��� ��������� Fu+ εAu = 0 ��� ε > 0 �	��
 �����
���
��� ������� u = uε � ��� ε → +0 uε → u0� ��� u0|ω � ���������� �������
������ � ��� � u0|ω1\ω = 0� ��� �
�	 ��������
�� ��������� ������ ������
�
�����	��
� ‖uε − u0‖ � Cεγ� ���

�� γ = 1/(s− 1)2' ���� a > 0, b > 0, s � 2.
�� γ = 1/(s− 1)(3− s)' ���� a > 0, b > 0, s ∈ (1; 2].
�� γ = (s2 + δ(s − 1))/s2(s − 1)2' ���� a > 0' b0 > 0' δ > 0' b = b0ε

−δ'
u0 ∈ W 2,s(ω)' s � 2.

!� γ = (s2 + δ(s − 1))/s2(s − 1)(3 − s)' ���� a > 0' b0 > 0' δ > 0' b = b0ε
−δ'

u0 ∈ W 2,s(ω)' s ∈ (1; 2].
 � γ = 1/s2' ���� a = 0' b > 0' u0 ∈ W 2,s(ω)' s � 2.
,� γ = (s− 1)/(2s2 − 3s+ 2)' ���� a = 0' b > 0' u0 ∈ W 2,s(ω)' s ∈ (1; 2].
�� γ = 1/(s− 1)2' ���� a > 0' b = 0' ω1\ω * �%�
��&' s � 2.
/� γ = 1/(s− 1)(3− s)' ���� a > 0' b = 0' ω1\ω * �%�
��&' s ∈ (1; 2]�

������	� 
��� ! ������"����  �/ ������� ��
��� ���	� #$% ��� s ∈ (1; 2]
� s � 2& '�� ������ � ��� ��������� ���	� �� 
�����
 ��������� ���	��
� u0
� ����
����
�� W 2,s(ω)� 
&�& ������
��(�
�� �
�� ������ ���������
�� �� ��
	��(
������
����� �������� � �� (Π) ���)�
�� ���� (E, p) *�	& ������"����
 �!+&

��



����� � ���	 
������� 	� ����	 �������� ��� s = 2 � ω1 � 
��������
�
�� �
�����	� 
����������	� ���	 ����������

ω1 = {x ∈ R
n : ai < xi < ai + li, ai, li ∈ R, li > 0 i = 1, . . . , n}.

������ ��� ���� !� ���������� 	 ω 
���
����
� ����� ��������

−
∑

1�i,j�n

∂

∂xi
(aij(x)uxj

) + a0(x)u = f, u|∂ω = ψ, �"#$"!

��� aij = aji ∈ L∞(ω), a0 ∈ L∞(ω), f ∈ L2(ω) ψ ∈ H1(ω)�
(����	�� ��������� ���������
��	 ������ ���
� �������� ��� �%& �)∑

1�i,j�n

aijtitj � μ0

∑
1�i�n

t2i , μ0 > 0, �"#$�!

min(a0(x), 0) � −θ μ0/L
2, θ ∈ [0; 1) �"#$'!

(�!������
�� ��
���
�" L ��� 	 ������ �%#'!)�

(�� ���) �������) ��������� �"#$"! �	��� ������������ ����*����� ��+����
u = u0 ∈ H1

0(ω)#

�	
���
��
 ��� ���� � ��" !� #��� %! �
�����	� ω1\ω �	������ ��������$

�! aij, a0 ����� ����
���

"� !�������
�� 	 ω1 � �����
�
��� ���
�� �"#$�!�
�"#$'! f ∈ L2(ω1) � ψ ∈ H1

0(ω1)�
%���� 	�!���������
�� ������� 
�&�� u = uε ∈ H1

0(ω1) ����� ��� !�� 	���

v �� H1
0(ω1) �!��	����	� �������	�∫

ω1\ω

( ∑
1�i,j�n

aij(x)(u− ψ)xj
vxj

+ a0(x)(u− ψ) v

)
d x+

+ε

∫
ω1

( ∑
1�i,j�n

aij(x)uxj
vxj

+ a0(x)u v − f v

)
d x, ε > 0

�"#$,!

����� ���
��	�

�� ��'�
�� u = uε � !�� ε → +0 uε ����
� 	 H1
0(ω1) ���(

����� � u0 ��� u0|ω ) ����*�

�� ��'�
�� ������ �"#$"! u0|ω1\ω = ψ !�����

	"!��
����� ���
��

|uε − u0|1, 2, ω1
� C0ε, �"#$-!

���

C0 = (n2 max
1�i,j�n

‖aij‖0,∞, ω1
+ ‖a0‖0,∞, ω1

L)C2(ω, ω1)·
·(n2 max

1�i,j�n
‖aij‖0,∞, ω1

‖ψ‖1, 2, ω1
+ ‖a0‖0,∞, ω1

‖ψ‖0, 2, ω1
L + ‖f‖0, 2, ω1

L)·
·((1− θ)μ0 + n2 max

1�i,j�n
‖aij‖0,∞, ω1

+ ‖a0‖0,∞, ω1
L)/(1− θ)3μ3

0,

C(ω, ω1) ) ��
���
�� �� ���	�� (Π) � L ) ��
���
�� �� 
���	�
��	� �%#'!�

��



���������	
���� ��
����
��� E� ����� ����� ���
����
��� � ��������� p(·)
������� � ������ ����� �������� �� s = 2 E ������
� ���	�������� ���
�����

���� 
� 
�������� ��������������

(u, v) =

∫
ω1

(∇u,∇v)d x.

��� � � �����������  �! ������ "���� ����#�� A(u, v) � F (u, v) "���������

A(u, v) =

∫
ω1

(
∑

1�i,j�n

aijuxi
vxi

+ a0uv − fv) d x

�

F (u, v) =

∫
ω1\ω

(
∑

1�i,j�n

aij(u− ψ)xi
vxi

+ a0(u− ψ)v) d x

$�������� A � F � E → E ��������� 
�����%������ (Au, v) = A(u, v)�
(Fu, v) = F (u, v)� &�� ��
�������� ��������� A � F ���������� � ������������
'� �(����� ) �*+� �*!�  �,- . 


m = μ = (1− θ)μ0, C = C(ω, ω1), M = n2 max
1�i,j�n

‖aij‖0,∞, ω1
+ ‖a0‖0,∞, ω1

L.

�� ����
K = {u ∈ E : u|ω1\ω = ψ}, Fψ = 0

�

‖Aψ‖ � n2 max
1�i,j�n

‖aij‖0,∞, ω1
‖ψ‖1, 2, ω1

+ ‖a0‖0,∞, ω1
‖ψ‖0, 2, ω1

L + ‖f‖0, 2, ω1
L.

/����������
�	 ����'����0 �����������  �1 �������� �����	 �� �����������
 �+�

��������� �	
	 ���� �� ��	
�� �� ���� ���������
 �������� ��� �������

������� � ������ �������� ���������� ���� ) �21.� ��� ��	����� ����������

������� ��	� �����	
 ����
�� ����	������� ) �+.�

���������� �	�� )3*45.	 !��
 ����	��"��� �	���� ����	������ ) �1.� #��
$�� ������$���	
���  �����% ��&�� u = uε ∈ H1

0(ω1) ������ ��� ��� ���� v � 

H1
0(ω1) � ε > 0 �������	��� ���������%∫

ω1\ω

(a∇(u− ψ)∇v + b(u− ψ)v)d x+

+ε

∫
ω1

(
∑

1�i,j�n

aijuxi
vxi

+ a0uv − fv) d x = 0,

��



����� ����������	� 
������ u = uε � �
� ε → +0 uε ����	 � H1
0(ω1) ��	�

����� � u0� ��� u0|ω1\ω = ψ � u0|ω1
� 	�	�����	� 
������ ������ ������� �
����

��
������� 	����� ��	
	��� ��	���	���

|uε − u0|1, 2, ω1
� Cεβ, ������

��� �	������� C ������� 	� ��
����
	� ���	��	� �
���	� ������� � β 	�
����
����� �		��	��������

�� β = 1� ��� a > 0, b > 0�
�� β = 1/4� ��� a = 0, b > 0� u0 ∈ H2(ω)�
	� β = 1� ��� a > 0, b = 0� ω1\ω � 	������

�� β = 1 + δ/2� ��� a > 0, b = b0ε
−δ, b0 > 0� u0 ∈ H2(ω)�


������������ � ������������ ����������� E = H1
0(ω1) ������ �������

A �� �� �� � ����������� ���  ������� F �������� ��� ����!� "���#

���$��

F (u, v) =

∫
ω1\ω

(a∇(u− ψ)∇v + b(u− ψ)v) d x.


��� ������������ %���� ����������& ����'���& ��������( �#�������&
)�����( ����������( ��� * ��+ � ���,��( ��� � ����

��������� �	
	  �� ai j ∈ C1(ω1)� a0 ∈ C1(ω1)� f ∈ L2(ω1)� ω ∈ C2� �	 �

����� !"# �
��	$���� ���� � a = 0 ��
������% ��&����� u0 ∈ H2(ω)�
uε ∈ H2(ω1)� '� �
(��� ����� �
�������%� �%�� � �
��	$����� ��� � �����
�	$�	 ��� (���
$����� ��	 uε ∈ H3/2(ω1)�

��������� �	�	 )	��
	���� ���� !"# �� ����������%� �
���%� ����� �

�������	� �
��	� �����& �
	�	����� ���	����	� *�	
	��� ��	���	��� ���

��� ���� ���	����� � ���	��	������ �
��	$���� ��� � ��+ � ��������� ��� �
����

��������� �	�	 )
� �	��
	���� ���� !"# ������ '�
��� ��	��	���	 ���

���� �� �%�	������ (�	���� K|ω = ψ + H1
0(ω)� +��� ��� �
��	$����� ��-�

���� �
� b = 0 � � �
��	$���� ��� �� �
��	����� ��	�% ��	$����	 ω1\ω �%	
	�����&� �	 (������	� 
�������	 ��
(������� ,��	��(� ���( ��-� �	$�	

�
	��
���� ��	 ��� ���&����� �
��	$���� ��- � ���� �(�(� �
� -�	� ��
��

�����%� �� ���&������ 
��������� u0|∂ω = ψ�

��



��� ����� ��	
�� ��	����� 
����	�� ��� �
����	���

�����	������� ������� ����� ������� ��� �
����	�

��� ���������� ����
�������
���� ���� ��� 
�
��

����
� �����
� ������

� ���� ���	
�
 � ��
���
 ����������� �
��������� � ���	������ ������������
����� ��
� 	�� �����
���� ��
��� ��	��� �� ����
	
� �
����� ��
� �� 
�����
�!�� ��	�� "
�����#
$	
�� �� �
�
� ω1 ��������� ������%�����

ω1 = {x ∈ R
n : ai < xi < ai + li, ai ∈ R, li ∈ R, li > 0, i = 1, . . . , n},

ω & �%�����
���� ������� Rn � �
%������� %�����
�' ω ⊂ ω1#
E = H1

0(ω1) & %����
����� ������������ �� �������� ������
	
��
�
(u, v) =

∫
ω1

∇u∇v d x' � ������ ‖u‖ = (u, u)1/2 � ����������� r(u) = ‖u‖0, 2ω'
p(u) = (

∫
ω

(∇u∇u+ ku2) d x)1/2' %	
 k = 0 ��� k = 1# (�� ���� ���
	
�
��� ����

(E, p) ����	�
� Π ��������� )��# �
��� *#+' *#,-#

������ ���� ���������� 	 ω 
��	����� ),#+,- � ���� �� ����	�� 
���	���

∂u

∂N
=

∑
1�i,j�n

ai,juxi
νj = 0, x ∈ ∂ω, ),#,.-

���� � ���� ν = (ν1, . . . , νn) � �������� 	����� �� �����	����� � 	������

������� ∂ω�

∂u

∂N
= ψ, x ∈ ∂ω, ψ ∈ H1(ω); ),#,*-

∂u

∂N
= ψ − γu, x ∈ ∂ω, ψ ∈ H1(ω), γ > 0. ),#,/-

� ���� ����� �� ����������� ��� a0(x) ≥ α0 > 0 ��� x ∈ ω � ���������

��������� ����� ����� �� ��� 	 
��	����� ),#+,-!

� �����������
��� �������� ��	��� ),#,.- ��

� 
	�����
���
 �
!
��
# (����
��������� ������
��
 ��
� �� 	�� �����
��� ),#+,- � ����� �� ��
��� �����
��� ),#,. & ,#,/- ���� ���������� �	�� �� 	��%�%� � ����
 ��
� �� 	�� ��	���
0�����
' ������� ���������� ������
��
 ���� ��
�� 	�� ��	��� ),#+,- � �����
��
� ),#,/-#

�	
���
��
 ���� )1*23-� ��������������" ������ ����� u = uε ∈ E ����� 

��� ��� 	��� v �� E ����	���	� ������	��

��



∫
ω

(
∑

1�i,j�n

ai,juxi
vxj

+ a0uv − fv) d x+

+

∫
∂ω

(γu− ψ) d x+ ε

∫
ω1

∇u∇vd x = 0, ε > 0
������

����� ����������	� 
������ u = uε � �
� ε → +0 uε ����	 � E ��	�����
� u0� ��� u0|ω � 	�	�����	� 
������ ������ ������ ������ �
� ��	� ��
�������
	����� ������ ��	
	��� ��	���	��� �

C0 = C3(ω, ω1)
(‖f‖0, 2, ω1

L+ C2(ω)(1 + L)‖ψ‖1, 2, ω
)
/μ,

��� μ = min(μ0, α0)� C(ω, ω1) � �	�������� �	��������� � ��	��� Π� C(ω) �
�	��	����� �� ��
�������� ‖ψ‖0, 2, ∂ω � C(ω)‖ψ‖1, 2, ω� � L � 	�
�����	 �	�
��

������������� ���������� ���������� ������������� ����������� ��	 � ���
!��" p(·) �#$������� � k = 1�

��������� �	

	 �����  !" �
���	# ������ $�#���� �� ��������#�	�	

�
������� � �����#�	# ����	# ������ ��
	���� � 	�	��	�%������ ���	���&

�	 ����� �������

��������� �	
�	 "��
��	
 A � � ����� ������ �������� ������%� � �	�''���&
���	� ε� (
������� '������ u0 ������� 
������� )$ ���%�� �	�	
	� � ����	&
���� ��	���� �	*�� �%�� ��
�'	
���
	���	 � ����+ u0 � �
	�	*���� 	�	�&

����	�	 
������ ���	��	# ������ � ��������	# �	
�	# � E� ,�� � � E �����

�
��	� ����
�	� �
	���������+ (u, v) =
∫
ω1

(∇u∇v+uv) d x � �	
�� ‖u‖ = (u, u)1/2�

� � ������ �	������ ������	� �������� �� �������� ε
∫
ω1

(∇u∇v + uv) d x� �	

u0 ����� �
	�	*����� 	�	�����	�	 
������ ���	��	# ������ � ��������%�

��	#���	� �*� �	 �
��	# ��	�� 	�
������	# �	
��� -�	� ������� ��	 �	������

������	� � ������ �	*�	 �	����� 
�����%� �
	�	*���� ������� u0� .��&
	����%# �''��� �
	�	*���� ����� ��*� ���	��	��� �
� �������� 	��	#

������ ���� ������ ��'
������

������ �		 /����	�
�� � ω �
������� ������ � a0(x) = 0 � '������# f(x)�
��	����	
����# ��	���

∫
ω

f(x) d x = 0 � �
���%� ��	���� ����	�� "�����%�

��
����
% ������ ����� *�� ��� � �� �
������� �������

&��� ������ '	
( �"��� �������������� �$�$)����� ��*�����

����������� �	
� �'+,(�	 0� ������ ��� ��
������% ��������� �
��	*�&
��� ��		 � a0 = ψ = γ = 0� μ = μ0�

��



���������	
��� ���� ����������� �������� �� ����������� ���� ����� ���
� ��������
� �� 
���� ���������	
��� ����������� ��� � ��� ���� p(·) 
���!��
��"����	 
 k = 0�

��� �����	
��
 �
� �
���� �������� ������
� � �����

�����
 ���� ������ ���������

#��
	 �� �������� ������ 
��� $%& � ��������� ��������� ����'� ��(���)
*�� +��
������! � �����	��� �

��������� ���, ����'� ����� ��,�� � ���� -�./0�
#��
	 �� �������� '�� �����	��� �������� ����'� ��(���*�� ������
� '�
�)
��� 
�!'��� �"�"1����, ������, ����'��

2������ 
��'��� ��
���	�� �"
�������� ��
������,�
3!
�	 E 4 ��1�
������� 
�����"��	��� ��(���
����� "������� ���
����
��� 


�����, ‖ · ‖ � ������������ ���!������� pi(·)� �� i = 0, . . . , α, . . . , β5 α < β

4 ���!���	��� '�
��� p0(·) = p(·)� ���'��

p2(·) =
∑
1�i�α

p2i (·),

�����
| · | = (

∑
1�i�β

p2i (·))1/2

������������ ����� ‖ · ‖� �����!��� ������
����
���

Ni = {u ∈ E : pi(u) = 0, N = N0 =
⋂

1�i�α

Ni = {u ∈ E : p(u) = 0},

���� (E, p) �"������ !
������ (Π)�
&�������� Fi : E → E∗ ������	�� ���������� � !������������ ∀u, v ∈ E �

∀x, y ∈ N !
������6

(F0u, x) = 0, (Fi(u+ x), v + y) = (Fiu, v), i = 1, . . . , α, +����0

(Fiu− Fiv, u− v) ≥ μi p
2
i (u− v), μi > 0, i = 0, 1, . . . , β, +����0

Ki = {u ∈ E : Fiu = 0}, i = 1, . . . , α, K =
⋂

1�i�α

Ki 	= ∅. +����0

����� ���� ����� F =
∑

1�i�α

Fi � ��	
����� ��� ��������� ���� 	���	
�
�

����� �
��� �	��������
 ��������
�

K = {u ∈ E : Fu = 0}. +���70

��



���������	
����
� ��
�	 u0 ∈ K� ����� Fiu0 = 0 ��� �
�� i = 1, . . . , α� ���� Fu0 = 0�
�� ��
�	 u � ��������	��� ������� ��������� Fu = 0� ���� �� ������������ 

!"�"#� $����
��� K ����
��� �� ��%���
� u0 ∈ K �� 
���������	���

0 = (Fu0 − Fu, u0 − u) �
∑
1�i�α

μi p
2
i (u0 − u).

���� pi(u0−u) = 0 ��� �
�� i = 1, . . . , α �� 
���������	��� u0−u ∈ N � &� �
�����
!"�""� ����'�$ Fi(u) = Fi(u0 + (u − u0)) = Fi(u0) = 0 ��� �
�� i = 1, . . . , α� ����
u ∈ K� (�$$� "� ���������

���������	� 
�� !)�*+�� �����

F =
∑
1�i�α

Fi, A = F0 +
∑

1+α�i�β

Fi, !"�",�

����	 
	������ ���������
�� �����

�� μ � m �	���� ��� �� ����

u, v ∈ E ����
����� 
��	��
���	

(Fu− Fv, u− v) � μ p2(u− v), !"�*-�

(Au− Av, u− v) � m ‖u− v‖2. !"�*�

���������	
��� .���� ����������� �'�����/$ �0����$ �/������ �� .�����1
������
�� ���$ | · | � ‖ · ‖� ����������� ���������� Fi � �������$ p(·)�
�������	� 
��� �� ����� "� � �������
�� "�2 ��� ���	����� A � F ���

���	�� ��	���������� ������� !"�� � "�3� �� ������	����
�� ���� ��������
���

�����	���� �� ���� ���	
���
�� !"�
�� !"�"*� ���
� 
�������� ���	#����

��
	�� ��� ������� � ���������� �#��
	��
��� 

4�

$����$ �����	 ��
���	�� ��������/� ���$�����
&��'�$ ���������

−
∑

1�i, j�n

∂

∂xi
(ai j uxj

) + a0u = f, x ∈ ω, !"�*��

��� ω � ������'����� �0��
�	 R
n 
 ���������% �����5�%� ∂ω = Sa

⋃
Su� Γ, Sa

� Su � ��$����/� ������
��� 6��
� ��$���$/� ����
����	�� (n − 1) � $����%
��������
���% $��/ ��������
�� �

u|Su
=

∂u

∂N
|Sa

= 0, [u]|Γ = [ρ(x)
∂u

∂N
]|Γ = 0, !"�*2�

���
	 ∂u
∂N =

∑
1�i, j�n

ai j uxj
νi� ��� ν = (ν1, . . . , νn) � ���$��	 � S ��� Γ� 
�$��� [u]|Γ

����'��� 
��'��� �����/% �
�/�/���� 7���5�� u ��� �������� '���� Γ� 8��
	 $/

��



���������� ��	
��� ���� Γ ⊂ ω � Γ ��������� ������� ω �� ������� ��������
ω =

⋃
1�i�β

ωi ������ � ���� ���	������� 
���� α < β ����� ��� �� ������ 
�� �

� ���������� ���������� ����� ���������

ωi ∩ ωj = ∅, 1 � i < j � α, ���� �

ωi ! ������� � ���	�"���� �����#�� ��� i = 1, . . . , β$

∀x ∈ ωi, ρ(x) = ρi, ρi = 1, i � α, ρi = 0, i > α, ������

%	�#�� ai j(x) = aj i(x) ∈ L∞(ω), a0(x) ∈ L∞(ω), f ∈ L2(ω) ���� 	�����" �����
������� ��������� ��� &'()�� ���
��∑

1�i, j�n

aij ti tj � m0

∑
1�i�n

t2i , m0 > 0, x ∈ ω. ������

*�	��� �������������� 	�����" �������� �����

������ ��� �&+ )�� ����� ���	
���� Su ��

� ���	��
����� (n−1) � �
��

��� ��
��������� �
��� � ���	
���� ���
� {1, . . . , β} �������
��� �� �
���


�

�
�
�����
�� �����	
���� I1� I2� I3 � I4� ���
� I1, I2, I3 ⊂ {1, . . . , α}�
I4 ⊂ {α + 1, . . . , β}� ���	
���� I1 ��
�
��
��� ������
� ωi ∩ Su 	= ∅, (i � α)�

!��������� ������ ��"���#�� ����+� ���(� ����� �� ��
������ �������
���

��� �������� �� ��$""�#�
��� a0 � f  ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
a0(x) � 0, x ∈ ωi, i ∈ I1 ∪ I4,

a0(x) = 0, x ∈ ωi,

∫
ωi

f(x) d x = 0, i ∈ I2,

a0(x) � λ0 > 0, x ∈ ωi, i ∈ I3.

����,�

-�����
�� �������� E ����������� ������������

E = {u ∈ H1(ω) : u|Su
= 0}

�� ���"���� ������������� � ������ � E

(u, v) =

∫
ω

∇u∇v d x, ‖u‖ = (u, u)1/2.

.��	����� pi(·) � ����	 | · | ��������� ����	�/�� �������

pi(u) = |u|1, 2, ωi
, i ∈ I1 ∪ I2 ∪ I4,

pi(u) = ‖u‖1, 2, ωi
, i ∈ I3,

p2(u) =
∑
1�i�α

p2i (u),

|u|2 =
∑
1�i�β

p2i (u),

��



������ ����	 | · | � ‖ · ‖ 
���������	� � ��� ������ u ∈ E �	��������� ����
��������

C(ω)|u| � ‖u‖ � |u|
������� ���������� �������� ���������� ������	 ��������

�� �����  �! �� (E, p) ������ �������� Π�
"������	 Fi, (i = 1, . . . , β) ������ ��� ����# Fi(u, v) : E × E → R ����

$���%��� ����������� ������&�����

Fi(u, v) =

∫
ωi

∑
1�r,j�n

(arjuxr
vxj

+ a0uv − fv) d x.

'��� ��(������ Fi(u, v) = (Fiu, v) )��� ������	��	* ������� Fi : E → E�
������������+�* ��� ���% u� v �) E �,�����

(Fiu− Fiv, u− v) � μp2i (u− v), μ = min(m0, λ0). �-�.!�

"������ F0 : E → E ��(�� ������ ������)����� ��������
�� F0 =

∑
1�i�α

Fi� ���

 � F0 =
∑

1�i�α

ai
∫
ωi

∇u∇v d x+
∑
i∈I3

bi
∫
ωi

uv d x�

��� ai, bi / ����(����#�	� ����� 0���� ��������#� ��� ��� ���� �����������
�	��������� �,���

(F0u− F0v, u− v) � μp2(u− v), �-�.1�

��� μ / ���� (�� �� � �-�.!�� ���� ��� ������ ����������� ������� F0 ���
μ = min

1�i�α, j∈I3
{ai, bj} ��� ������ ����������� ������� F0�

",���� �-�.!/-�.1� �������� ��������	�� ����),���� �-�-.�� 2������ �-�--�
�	��������� �������	� ���)��� ���� N = {u ∈ E : u = 0 ��� x ∈ ωi, i ∈ I1 ∪ I3
� u = ci, ci ∈ R ��� x ∈ ωi, i ∈ I2�

�������� �����#� ��� ���(����� K = {⋂ Ki, 1 � i � α} ��������
'��� ωi / ���������	� ���(���� � ���������* ����,�*� �� ��(���� ûi = u|ωi


������ u �) E � ωi �������� 
�������� ���������� H1(ωi)�
0���* 
������ ûi ���������� Ei = H1(ωi) ��(�� �	�# ������(�� �� 
���

���� ũi ������ ���� ��� ��������* �����)���#�� �����������*� �����������
���(���� ωi� 3�� ������(���� �������� 
�������� ���������� H1(Rn)�  ���
��(���� � ω �������(�� ����������� E ∩H1(Rn)�

4�(���� ��������� Fi � Ei ��� i = 1, . . . , α ���)���� �������� F̂i� 2������
���(���	� � ��
���,����	 aij� a0 � ����,�� f ��)������ �����(��#� ���

���(���� K̂i = {û ∈ Ei : F̂iû = 0} ������	 ��� ���% i = 1, . . . , α� ������
K̂i ��� i ∈ I2 �����(�� ���������� ����� 
�������� ������	% ���� �� ���� �
�����������  ��� �����% i 
�� ���(���� �����(� �� ������ 
��������

��



���� �����	
��
 ������ ������� �� ��� i = 1, . . . , α �������� ����� ������
	��� ω̂i �	����� ωi� ��� ������	�
 �� �����	� 	� ���������
�
 ��! û1, . . . , ûα " 	�#�� $����	��� �� K̂1, . . . , K̂α ���������		�� %���� 	��

#��� ����������� 	�#�� �� ���&����	�' ũ1, . . . , ũα� ����		�� ��(�� %����	�
u = ũ1+ · · ·+ ũα ���	�&����� H

1(Rn)� � �)� ���	�� 	� ω ���	�&����� E� *�)��
�������!� ��� Fiu = 0 &�
 i = 1, . . . , α� �� ��&������!	�� u ∈ K� ����� �#�����
�	������ K 	������
+,���������� ���! $��)� �����!���� � ��&� ��������

������� ��	 �-.�/�� ����� ���	
����� �������
����� ���� ��
	���� �	���
������ ��������� ����.� ���0� ����� ����������	� 	�	�����	� �������� �	�	�	�
�	 �	 ������������� ��� ������� 	�	�����	! �����	! ������ ���1�� ��� "�	�
���	
����� ��
	��� ���.1� ��.2� ��03�� ���
����� ����
	 ���� ��0 � 	�����
���04� ��0.� ��0���


������� ��	�� #�	������� ������� ������ ���1� ����� ����������	� ����$
��� u0 ∈ K� � ���� K = u0 + N � � (F0u, v) = 0 ��� ���% u ∈ E� v ∈ N � �	
���1� �	 �	 ���������� � ���� �
�����! 	�	�����	! �����	! ������& ��!��
u0 ∈ K ���	! ��	 ∑

α+1�i�β

(Fiu0, v) = 0, ∀v ∈ N.

����� 	����	� ��� �	���	���� 	�����	�� A �
� ������� ������ ���1� 	����$
�	� F0 �	��� ���	�	����
���! %������� � �	 �� ���������� 
��� �� �		�$
�� ���! ��	������ '�
� ��� "�	� ��	 ����	 I2 ����	� �	 ������� ������
��������� 	�����
����� 	��	�����	� �� � ��� ����	� ��	 ����� Su (������
�������� �� �)�


������� ��	�� #������ ���  �� ��	 �	����	��� ������ ��������� � ���$
���� ��4 	�
������� 	� �	����	��� "�	! ������ � *4� -40/� ��� ������� ρ(x)�
������� ��������� ��
	��� 	�����
����� ���&

0 < ρ0 � ρ(x) � ρ1, ρ(x) ∈ W 1, q(ωi), q > n, i = 1, . . . , β;

	���������� ��
	��� ������ � ��	���� �������	����� �	������ � �����	
	$
 ���� ��	���� ����������	���� #������� ��	 �����	������! ����� �
���!
������ ��������� ��	�� �����	�����	�	 � -40/�

5������� ����& ,�����	�� �#����' &�
 ��&��� &�,���6�� ��� �&	� ��
��� ��(�	�
 ���' ��&��� &�,���6���

����� ��� �-.�/�� ����� ��	 ����	 Sa ����	�

ω0 = {x ∈ R
n : ai < xi < ai + li, ai, li ∈ R, li > 0, i = 1, . . . , n}, ω ⊂ ω0.

��



���������� 	 ω0 
���� ���������� ����� u ∈ H1
0(ω0) ����� ���

−
∑

1�i,j�n

∂

∂xi
(bijuxj

) + b0u = g,

���

bi,j(x) =

{
ai,j(x), x ∈ ω,

δi,j, x ∈ ω0 \ ω,

b0(x) =

{
a0(x), x ∈ ω,

0, x ∈ ω0 \ ω,

g(x) =

{
f(x), x ∈ ω,

0, x ∈ ω0 \ ω,

ρ(x) =

{
1, x ∈ ωi ∪ (ω0 \ ω), i � α

0, x ∈ ωi, i > α

�� Γ 	���������� ���	�� ������ � ��������� ���	�� ������� ����

�	
 ���� ������ �������� �������	��� ������� ���� ��� ���� ������ � !

�	
���
 "���#�#�� ���$�% � �������	��& ���#� ���'(% ��')% ���*% ����% ����% ������

������ ��� �+'�,�� ���� Su = ∅. � �
����� ����
 E ���� ����	� ��������!

��	� H1(ω) �� ��������� ����
	������� � ������

(u, v) =

∫
ω

(∇u∇v + uv) d x, ‖u‖2 = (u, u).

���� pi(·) = ‖ · ‖1,2,ωi
� ���� ������	�� ���"���	� I1 � I2� a0(x) � λ0 > 0

��� 	��# x ∈ ω� N = {u ∈ E : u(x) = 0 ��� x ∈ ωi, i � α}� ���������

���������� � ��������	�� � ����
�������	� ����������� �����	�� �
 �������

����

��� �������	
� ���� ����� �
��
�	�� �������� �� ���

��
 � �	����		
� ���������
�� ������ H1
0 (ω)

- ���� ����.���� �& �������� � ���/�� ���#� ������� ����������
#���	0�� ���� � ! ������ �1��1� � ψ(x) ∈ H1

0(ω)� 2�/� 3"��� ���������#
3�	�� �34�� �	"��� � ψ(x) ∈ H1(ω)% ψ � 0 #� ∂ω% ��� ���� �	"��� �&3�� ����
� ! 3"��� ��#05���
�"��0 ω, ω1 6 �.��#���##&� �3	���� � ��."	
�#&�� .��#�����% ω ⊂ ω1%

E = H1
0(ω1) 6 .�	03������ �������#���� �� ��	
�#&� ���������#��� � #�����

��



(u, v) =

∫
ω1

∇u∇v d x, ‖u‖2 = (u, u).

����� ψ(x) � u0 � �	
��
�	 ������ � 
������ �	�	�� ������� �����	��� ����
�� ������	��  �� ������� !
��������"� ����� ��� ω# ��$�	 ψ(x), u0 ∈ E�

%����� ��
�" &�
�'�� A(u, v), F (u, v) : E × E → R

F (u, v) =

∫
ω

u− v d x+

∫
ω1\ω

(a∇u∇v + b u v) d x, �(�)*�

A(u, v) =

∫
ω1

∇u∇v d x+ c

∫
ω1\ω

u v d x−
∫
ω

f v d x, �(�)��

$�� u−(x) = min(u(x)−ψ(x), 0) !
� x ∈ ω1# a# b# c � ����
��	�����"� ����	 �	���#
��� a+ b 	= 0� +� ���
��" ,���	 �������# ��� ��
�" A(u, v)# F (u, v) !�
���	-�
�!�
	��
" A, F : E → E !� ��
���	� (Au, v) = A(u, v)# (Fu, v) = F (u, v)� .�$��
!
���
���# ��� �!�
	��
" A � F 
	��	���� ��!
�
"��" � ��������"# !
����

(Au− Av, u− v) � ‖u− v‖2, F = F1 + F2, (F1u, v) =

∫
ω1\ω

(a∇u∇v + b u v) d x.

% ������������ �� ���������� ��( ������ !�����
�"

r(u) = ‖u‖0, 2, ω1\ω �(�)/�

p2(u) =

∫
ω1\ω

(∇u∇u+ s u2) d x, �(�)0�

$�� s = 0# ���� ��������� ω1\ω ����� ���	���- � s = 1 � !
������� ����	��
�
� �	��� �!
�������� p(·) ����� ��
��1 � !
���
	�����

X = {u ∈ H1(ω1\ω) : u(x) = 0, x ∈ ∂ω1},

q(u) = ‖u‖0, 2, ω. �(�)��

+� �!
������� �!�
	��
�� F1# F2 � A �"���	-� ������

(F1u− F1v, u− v) � αr2(u− v) + λp2(u− v), �(�)(�

$�� α � λ �!
����-�� !� ��
���	�2
α = b, λ = a !
� s = 0#
α = b, λ = 0 !
� s = 1# b > 0# a = 0 �
α = λ = min(a, b)/2 !
� s = 1# a > 0# b > 0

��



� ���������

(F2u, u
−) = q2(u−), 	
���

���� μ = 1�
(Au− Av, u− v) � ‖u− v‖2, 	
����

���� m = 1�
�� ������ 	
��
� 
���� �������� ��� ����������� ������� ������� ��
�  ��

���!����� K ������������ "������#

K = {u ∈ E : Fu = 0} = {u ∈ E : u(x) � ψ(x), x ∈ ω; u(x) = 0, x ∈ ω1\ω},
��$���� ����������� ������� % ��������� ��
� &������� �����' ������������'��
��� ���(������ ������� ) ��������� ��
�

*����������

r(u−) � r(u), p(u−) � p(u) � C‖u‖, r(u) � C1p(u)

��������� *���������� ������������ ��� ���������� F1� F2 � A �������� �
	
��
� 
�����

+��� u0 ∈ H2(ω)� ��

|(Au0, u)| = |
∫
ω

(∇u0∇u− fu) d x| �

� |
∫
ω

(�u0 + f) u d x|+ |
∫
∂ω

∂u0
∂n

u d σ| �

� ‖�u0 + f‖0,2,ωq(u) + C(ω1\ω)‖∇u0‖0,2,∂ω r1/2(u)p1/2(u).
,������' ��� ��!�� � $������� u ∈ E ��������' ����# $������ u∗� ���

u+ − u∗ ∈ K�  �� u+ = u− u− � ����������� �����������

r(u∗) � r(u), p(u∗) � p(u), q(u∗) � C2r(u).

-��� ω1\ω ��(� � ���������� �(����' � �� ������#  ������#� ��(� �(.��������
������� � ����� ����/ �(�����# � �����������0����� ������������ �� ��� ��1
(� � $������� u � E "������ u|ω1\ω ����� ������!���� u#� ��������!�0�� E�
��� $��� ����������� ������ 	��� 2%
3� 2))3� ��� ����� %��4

‖u#‖0,2,ω1
� C(ω, ω1) r(u).

�� ���������� "������ u# �������� �������������' ������0�/ ��������

p(u#) = p(u), r(u#) = r(u).

��



��������	 �
�
� u∗ �
������ �
	
�� ������������ E :

u∗ = u+ − (u+ − u+#)+.

�� ������
��� u+ − u∗ = (u+ − u+#)+ ∈ K� � |u∗| � |u+#|� �
������
����

u∗ = u+ − (u+ − u+#)+ =

⎧⎪⎨⎪⎩
u+#, 
�� u+ − u+#

� ψ,

0, 
�� u < ψ, u+ − u+# < ψ,

u+ − ψ, 
�� u � ψ, u+ − u+# < ψ,

���� u+ � ψ� �� ���
��

 �
���
����� � ���� �������
�� � ������
�� ���
0 � u+ − ψ < u+#� !�� �����"��
� ���
��
	�
 �
���
������ ��
� �����
����
#
����� �
���
����

‖u∗‖0,2,ω1
� ‖u+#‖0,2,ω1

� C(ω, ω1)r(u
+) � C(ω, ω1)r(u).

���� u+ − u∗ ∈ K� �� (u+ − u∗)|ω1\ω = 0� ��
�

p(u∗) = p(u+) � p(u), r(u∗) = r(u+) � r(u).

����	 ������	 �������" ��
 ����� �
����� $�% �� �
�����
���� �����
�&
���
������� ��	 '()*+,� ����� ����	� '$�-$, 
�� ψ ∈ H1

0(ω) ���� ������� � ������

H1
0(ω)

⋂
H2(ω)�

����� ��
����������� ����	�� ����� u = uε ∈ H1
0(ω1)� ������ 	�� 
�� ����

v ∈ H1
0(ω1) ��
�������� ���������∫

ω1\ω

(a∇u∇v + b uv) d x+

∫
ω

u−v d x+

+ε(

∫
ω1

∇u∇v d x+ c

∫
ω1\ω

u v d x−
∫
ω

f v d x) = 0


�� ε > 0� a � 0� b � 0� a+ b 	= 0� c � 0 ���� ������������ ��������

���	�

-, uε → u0 
�� ε → +0� ��� u0 
����������� ���� ��� ω ������� ����	�

'$�-$,�
), ���� �������� ω1\ω  �!������ ����� �
��������� �"���� '$�--,� '$�-),

� τ = 1/2 � '$�-.,� 
��	� α = β� λ = a� m = μ = C = 1� C1 = C1(ω1\ω)
 ��������� �� #����� '-�--,� C2 = C2(ω, ω1)  ��������� �� ��� -�$�
C3 = ‖�u0 + f‖0,2,ω � C4 = C(ω1\ω) · ‖∇u0‖0,2,∂ω� ����� C(ω1\ω)  
���������

�� #����� '-�-),�
., ���� ω1\ω �������� �!$�������� ����	���� 	���� ������	����� �!������

� ���������� �����"��� �������� ������� �� 
�������%���� �� #����� '$�--,

��



� ������ �������	��
 � α = λ = min(a, b)/2� a, b > 0� ����	� ������ �������	���

��� α = b� λ = a = 0� � ���	��
� �������
 ����� �� �� ��
�	� �� � �

���	������ ��

��� ������	
�	 ��	 	���� ������
�� ������	� ��� ���

���� � �
���	

� ��	�������	 ������ H1(ω)

�	
�� � ������� ��
� 
��	� ��������� ������
� � ���
 �����
 ���
ψ ∈ H1(ω) ψ � 0 �� ∂ω� !�" �������
��" #��� $�	��� �� ����
��%��" �
�����&
�� ��
	�����
����� ����������� ������
����

'���� E ( �
�
���
���
 )����
����� ������������ �� ����"��� ����$�
	
��&

 (u, v) ����� ‖u‖ = (u, u)1/2 � �
��
������ ��������� p(·) ����� ��� ����
(E, p) ����	�
� ������
 Π� E∗ ( ������������ ���
���� �
��
������ ����*�&
������ ��	 E < f, u > ( $���
��
 ����*������ f �$ E∗ �� #�

��
 u �$ E�
N = {u ∈ E : p(u) = 0} ( $������
 ��	������������ � E� H ( )����
���&

��
 ������������ �� �� ����"��� ����$�
	
��
 (u, v)0 � ����� |u| = (u, u)
1/2
0  

����
 |u| � δ‖u‖ ��� �
������ ����+��
���� δ�
'�
	����+� 	��

 ��� H = H∗ E ⊂ H ⊂ E∗ � $������
 E �� ���
 | · |

�����	�
� � H ��
� E = H� ,�
������ A � F - E → E∗ ��	������ �
��
������
,�
����� F ������
� � ��
����� A �)�����
� � ������ ������
� ��
�

(Au− Av, u− v) � m(u, v), �.�/0�

)	
 m(u, v) ( ����*�" �$ ���
	
�
��" ���� 1��
 #��)� ��	
 ������� ��� ���
�%��� u ∈ N  v ∈ E ��
����� F �	���
����"
� ������"

Fu ∈ N, �.�/2�

< Fu− Fv, u− v > � μp1+γ(v), γ > 0, μ > 0, �.�03�

< Fu, v >= (Fu, v)0, �.�0��

K = K ∩N 	= ∅, �.�0��

)	
 K = {u ∈ E : Fu = 0}� '�� ������
��
 #��� ������� �����
	���� ��
	�%&
��" �
��
�-

������� ��	 �4�56�� ����� �
�	������ ��� �������	���
� �
�� ��	���� ����

�� �������� ������� ������ ��!�� "	����� vε ∈ N � ���!� ��

< Fvε − εAvε, v > = 0, ε > 0, ∀v ∈ N, �.�0��

��



����� ����������	� 
������ vε ��	�� ��	 vε �����	 � E ��	����� �
� ε→ +0
 ����������	�� 
������ u0 ∈ K ��
����	��	�	 ��
��������

< Au0, u− u0 > � 0, ∀u ∈ K; ������

�� ��
�������� 	����

‖Fvε‖E∗ � Cε, ε ∈ (0, 1]; ������

�� �
�������

Fu+ εAu = 0, ε > 0 ����	�

����� ����������	� 
������ u = uε � �
� ε→ +0 uε → u0�

�� ���	������� 	����

p(uε) � Cε1/γ, ε ∈ (0, 1], ����
�

m(uε, vε) � Cε1/γ, ε ∈ (0, 1], ������

����� � ���� � ��	� 
������ ����	�	� C 	�	��������� 
����� �	�	���������

�	��	����� �� ��������� 	� ε 

��������������
�� ��������� �� � ������ ��� ���!"�� �� ���!����� ��� � ��������� ��
#
�� !��$�� �%��" ������� &� ������� '���� !�� E �"(����"�� ������� �!��)

������� ������������ R *����������� E∗ �� E� �+��!��(�� !�� ��+ , u ∈ E�
f ∈ E∗ ���-������.

(Rf, u) =< f, u >, ‖Rf‖ = ‖f‖E∗.
&��$��� ��� R(Fvε) ∈ N � ��-����������� *����������� E �����/����� �� *��)
�"� �"��" *�!*���������� N � N⊥� 0������ v *����!��$�� *�!*����������"
N ��/!� � ����� ��/!�� �/!� (v, u) = 0 *�� ���, u ∈ N⊥� &"��� u ∈ N⊥� � *����)
!������������ {vn} 1�������� *�!*����������� N ������ ��� |vn −R(Fvε)| → 0
*�� n → ∞� 2��� *����!������������ �"(����"��� ��� � *�������� ��������
���
3�� 2��� �*����!���� %�*��� ������4���-.

(R(Fvε), u) =< Fvε, u >= (Fvε, u)0 = lim
n→∞(vn, u) = 0.

2��� �+����� R(Fvε) ∈ N � *�1���" �� ������ *�� v = R(Fvε) *��"���

‖Fvε‖2E∗ =< Fvε, R(Fvε) >= −ε < Avε, R(Fvε) > �

� ε‖Avε‖E∗‖R(Fvε)‖E = ε‖Avε‖E∗‖Fvε‖E∗.
5� 1��, ������4���- �����

‖Fvε‖E∗ � ε‖Avε‖E∗.
��



����������	 
���� �������� ���������� 	���������	��� 	�����	�� A � ��	���
���� {vε}, ε ∈ (0, 1]�
�� �	����� ������ 	����� 
���� ����
 !��� vε " ��#���� $����� ����� � uε " ��#���� !�������� ��%�� �	��� ���	���

$!� (Π) ��	&���	 ���' (E, p) �	�!���(

μpγ+1(uε) + εm(vε, uε) �< Fvε − Fuε, vε − uε > +

+ε < Avε − Auε, vε − uε >= − < Fvε + εAvε, vε − uε >�

�C ‖Fvε + εAvε‖E∗p(vε − uε) � C1 p(uε).

 ����	������� ����������	 � )�	& ���	��� �		��	#���& �������� ����������
!�������� ���� � (Π) ��	&���	 ���' (E, p)� � �	������� ����������	 �'������
�$ ���*����� vε ∈ N � +$ )��, �		��	#���& ����!*� 	����� 
�������� -�	����
��� �	��$��� �	��	���*�

������ ��� 
./%0�� ����� ω � ω1 � �	
�������� ������� R
n � 
�	���
��� 	
��

������ ω ⊂ ω1� ������� u0 ����� � �
���������� 
1�21� �
���������  �����

!�� ��� H1
0(ω) ∩ H2(ω)� "������� u0 �� ����� ���� ��������� � �������

�
��������� ��� ω !�� ��� u0� �� �� �
��������� �
��������� H1
0(ω1)�

����� E = H1
0(ω1) � 	�����
���� �
���
������ �� � ���
��� �
�����������

(u, v) =
∫
ω1

∇u∇v d x � ��
��� ‖u‖ = (u, u)1/2 � ������
��� p(u) = ‖u‖1,2,ω1\ω�

�� ����� /� ��
� ((E, p) �������� �������� (Π)� #� ��
�������� ������
��

p(·) �������� �� N = {u ∈ E : u|ω1\ω = 0}�
����� H = L2(ω1) � 	�����
���� �
���
������ �� � ���
��� �
�����������

(u, v)0 =
∫
ω1

uv d x � ��
��� |u| = ‖u‖0,2,ω1
� N = {u ∈ H : u|ω1\ω = 0}�

$��
���
� A � F ��
������ �
�� !�
�� %�
�&�� A(u, v)� F (u, v) :
E × E → R.

A(u, v) =

∫
ω1

∇u∇v d x−
∫
ω

fv d x,

F (u, v) =

∫
ω1\ω

(∇u∇v + uv) d x+

∫
ω

u−v d x,

	��

u−(x) = min(u(x)− ψ(x), 0), x ∈ ω, f ∈ L2(ω), ψ ∈ H1(ω), ψ|∂ω � 0.

$��
���
� A � F : E → E∗ ��
������ ������
��� �������������

< Au, v >= A(u, v), < Fu, v >= F (u, v)� '�	 � �
���
���� �� ������� 
��� "
��/� �������(��� �

m(u, v) = ‖u− v‖2, μ = γ = 1, K = {u ∈ E : u|ω1\ω = 0, u|ω � ψ}.
��



������ ������ ������	
���� ����
� ����� vε ∈ H1
0(ω), ����
 � ���∫

ω

v−ε v d x+ ε

∫
ω

(∇vε∇v − fv) d x = 0, ∀v ∈ H1
0(ω), ε > 0. ������

��� ����� ��
 ���
�� � ��
�	��
��� ��	� ������	���
� ��	��
���� �
�	��
��� � ���
 �	
��� 
!� ���
���
��"�

���������	� 
�� �
���� #���� ����� � �����
���� ��
�"�����
� ���	��
���
$��� � �	���
 ����%�� H1

0(ω) ∩H2(ω)�
&�!�� ������!��
	���" ����� '�(
�� )*+ ����� � �����
���� ��
�"��

����
�,� ����� u ∈ H1
0(ω1) ������ ���∫

ω1\ω

(∇u∇v + uv) d x+

∫
ω

u−v d x+ ε(

∫
ω1

∇u∇v d x−
∫
ω

fv d x) = 0,

��� ε > 0, ∀v ∈ H1
0(ω1) ��

� 
������
���
 �
$
��
 u = uε � ��� ε → +0

��	��� � H1
0(ω1) �(�����" � u0� !�
 u0|ω1\ω = 0, u0|ω - �
$
��
 ����� � �����

�
���� ��
�"�����
� ���	�� � ����	�"���" �%
��� �������� �(���������
‖uε‖1,2,ω1\ω � Cε, |uε − u0|1,2,ω1

� C
√
ε.

��� �����	
��	� ���	 ��� ����	���� 
�	���� �	�	��

� ���� ������� ����� �� �� ����� ��� �!�" �#� $����!���% � �&��'�%� (�'#�
������� ����) # ��) *� '��������) C ��+�� ������ ��"�! ������ '��������, ��
���#�!-#� �� ε�

.���" E / ��-��������� ��$������"��� ��0��'�#���� ����%��� $�����������,
pi(·) / ��$�������� $�������� � E, i = 0, 1, . . . , n, n + 1, +�� p0(·) = 0, �
pn+1(·) = ‖ · ‖, $�# ���� ��$���!���! ������-#� 0���� $�� #�������# $���1
����2

pi−1(·) � pi(·), i = 1, . . . , n+ 1.

.������ ���'����� $��$�����������

Ni = {u ∈ E : pi(u) = 0}
����������!�� �����#�2

{0} = Nn+1 ⊂ Nn ⊂ . . . ⊂ N0 = E. ����3�

.���$���*#�, ��'*�,  �� $��� (E, p1), . . . , (E, pn) �������� ���)����� (Π)�
4������ ��$��" $���$���*��#! �����#���"�� �$��������� .���"

Fi : E → E∗, i = 0, 1, . . . , n+ 1

��



� ���������� �	
�	��� ����������� ����	����� ������ F0 = 0 � ∀u, v ∈ E,

xi, yi ∈ Ni, i = 0, 1, . . . , n+ 1 ����������� ������������

(Fiu− Fiv, u− v) � μip
2
i (u− v), μi > 0, ������

(Fi(u+ xi), v + yi) = (Fiu, v). ������

� �	������� �� ������ ���
 ��! ��� Fi(u + xi) = Fiu� "���� #��$� �������! ���
�%��&� ������ ��'�� ���	(�� ����! �	������! ���
��'���� ��) � ��*�! �
�	&� #��
�����
�� & $�����
&�� �(���	������ � 
�&	�	������	�� � &	'
�� &��&������
�� �	� ��� (���� ��	(�+ �$�	�������+ ������ �%��&� �&������ �+�
������ � �+
�(�����	��� ��'�� ��� ��� �� �����
����, ��'� �+����

���
�� ���'����	

K0 = N0 = E, Ki = {u ∈ Ki−1 : (Fiu, v) = 0, ∀v ∈ Ni−1} ����-�

� ���
����'��! ���

Ki 	= ∅, i = 0, 1, . . . n+ 1 ����)�

���������	� 
��
 �.�/0�� ����� ψi ���	
������ ������ �������� Ki�

�����

Ki = ψi +Ni. ������

1�&	�	������� #��$� ���
��'���� �����
�� �� ��
 &%��� 1�� i = 0 �	���2
���� ������ �����
��! ��&� N0 = E! 	 ��� i = 1 #�� ���
��'���� 
�&	���	���� �	&�
��  ������ ������ ��� ψ ∈ K1 � ���+ x ∈ N1 ��� ��� 0 = F1ψ = F1(ψ + x)! ����
ψ + N1 ⊂ K1� 1�&	'�� �(�	���� �&�������� � �� u � ����������, #������
���'����	 K1! ��$
	! ��&� F1ψ = F1u = 0! �� (F1ψ − F1u, ψ − u) = 0! 	 �� ����
��� ���! ���! ���� u− ψ 	∈ N ! �� (F1ψ − F1u, ψ − u) � μ1p

2
1(ψ − u) > 0�

� �� ������ ���	��
���� 
�� ����������$� ψi ∈ Ki � i � j! 
�&	'�� ������

�� i = j + 1�

1�� u � ψ ∈ Kj+1 �� ����-� ����� u! ψ ∈ Kj� �� ���
����'���� ��
 &%��
u ∈ ψ + Nj! ���� u − ψ ∈ Nj� 3�&� u � ψ ∈ Kj+1! �� �� ������ � ����-� ��� ���
(Fj+1ψ, u− ψ) = 0 � (Fj+1u, u− ψ) = 0! ���� ���	��
���	 %����&	 ����������,�

0 = (Fj+1u− Fj+1ψ, u− ψ) � μj+1 p
2
j+1(u− ψ),

�� &�����, ��� ��� pj+1(u − ψ) = 0! ���� u − ψ ∈ Nj+1� 3	&�� �(�	��� ��
 ��	������ 
�� ∀u, ψ ∈ Kj+1 �&������� u ∈ ψ +Nj+1�

4(�	���! � �� ψ ∈ Kj+1! v ∈ Nj+1! ��$
	 �� ������ ����&	��
Fj+1(v + ψ) = Fj+1ψ! 	 �� ����-� ��� ��� 
�� ��(�+ u ∈ Nj �	��������
0 = (Fj+1ψ, u) = (Fj+1(ψ + v), u)! ���� ψ + v ∈ Kj+1 �! ���
��	�����! �	�������
������ ��� ���� ��� i = j + 1! ��� 
�&	���	�� ���
��'���� ��
 &%�� � ���
��2
'���� �����

��



���������	� 
�� ������� ��������	�
 �����	�

Ki+1 ⊂ Ki, i = 0, 1, . . . , n+ 1. ���	��


����������� ���� �������� ������� �� �����������  ������� Ki � !��"
 #�� ���	$��

���������	� 
��� ������� ��� ��������� u0 ∈ E ��������	�� ��������

Kn+1 =
⋂

0�i�n+1

Ki = {u0}. ���	%�


������������ &� ���	'� � ���	�� �������( )��  ��������
⋂

0�i�n+1

Ki �� �#���(

 ���� pn+1(·) = ‖ · ‖( �� �� ���	*� ������� ������  ����������� ������� Fn+1

�( ������������( Kn+1 ��  ���� �������� +���� ��#� ��� ������

������������( �#��� Kn+1 �������� �� ��� ��� u � v� &� ���	$� � ���	�� �

���,)���� u− v ∈ Nn ���#)� ���������)��-

0 = (Fn+1u− Fn+1v, u− v) � μn+1‖u− v‖2,
)�� �������� ���	%� � ����������� ��*%�
&� ����������� ��*� . ��*% ������� ������������� ����#,/�� ��  � �

���#��#��  ������� Ki-

����� 
�� ������� ���������� ��	����
� ������ u0� ������ ���

Ki = u0 +Ni, i = 1, 2, . . . , n+ 1, ���	0�

	

(Fi+1u0, xk) = 0, ∀xk ∈ Nk, k � i, i = 0, 1, . . . , n. ���		�

���������	� 
��� ������� �����	�∑
1�i�n+1

εi−1Fiu = 0, ε > 0 ���*11�

	���� ��	������ ����	� u = uε� � �
�������� �����

p1(uε − u0) � Cε, ε ∈ (0; 1]. ���*1*�


������������ 2#��� ε > 0( ��3� �������
∑

1�i�n+1

εi−1Fi �������� ������

 �������� � ������� ���������� � 2���� # �� ��������, $�$ #�������
���*11� � ��� ������������ ��4���� u = uε� &� ���	$�( ���		� � �� (F1u0, u) = 0
��� ���� u ∈ N0( �� N0 = E( ����� # F1u0 = 0( ������������( ���������
5���)� ������4����-∑

1�i�n+1

μiε
i−1p2i (uε − u0) �

∑
1�i�n+1

εi−1(Fiuε − Fiu0, uε − u0) =

= −ε
∑

2�i�n+1

εi−2(Fiu0, uε − u0) � εC
∑
1�i�n

εi−1pi(uε − u0).

��



����� � ���	��
�� 
����
���� ����	����
� (Π) �������� �� (E, pi)�
�� �	�������� �� ���� ����
���
�� ��	���� 
����
�����

μ1

(
p1(uε − u0)− Cε

2μ1

)2

� ε2C1,

�� �������� ��	���� ���� �!� "���	�#�
�� ���$ ����
��

����� ��� �%&'(!� ����� Fi (i = 2, . . . , n+1) ����	��� �
��
������������


����������
� ����

‖Fiu− Fiv‖ � M‖u− v‖, M > 0, ���� &!

����� ��������
�� ����


‖Fiu− Fiv‖ � M1pi(u− v), M1 > 0, ���� )!


 ��� ���
��������� ε ∈ (0; 1] ����������� �����������

∑
i�k�n+1

μkε
k−ip2k(uε − u0) �

� (Cpi−1(uε − u0)(pi(uε − u0)+
∑

i+1�k�n+1

εk−i(pk(uε − u0) + C))+

+C
∑

i+1�k�n+1

εk−ipk(uε − u0)

���� *!

+�����	������
�! ���� �� (E, pi) ����	�����,�� ��	���- (Π)�  ������� (Fi) ����	�����,��

��	���- ���.&!� �� �� ���� &! ��	�����

∀u, v ∈ E,w ∈ Ni : F (u+ w) = Fu

�
‖Fiu− Fiv‖ � M inf{‖u− v + w‖, w ∈ Ni} � MCpi(u− v).

/��� �0���� 
����
���� ���� )! ����
� � M1 = CM �
&! ���#�� ������ �1�
�� ���� *!� 2	���
� uε ,�	,���, ����
��� ���
�
�,

����  !�  u0 ����	�����,�� ��#������ ���..!� �� �� (Π) ������� �� (E, pi) ��3
	���� �	, �������	�
��� u ∈ E, w ∈ Ni−1�

|(−Fiu0 +
∑

i�k�n+1

εk−iFkuε, u)| =

=|(−Fiu0 +
∑

i�k�n+1

εk−iFkuε, u+ w)| �

�(‖Fiu0 − Fiuε‖+
∑

i+1�k�n+1

‖εk−iFkuε‖) · pi−1(u),

���� �!

��



�������� � �	�
	�� ����
���� ��� uε �������� �������� ��������� �������� � ��
�������� ������ �������∑

i�k�n+1

(εk−iFkuε, w) = 0, ∀w ∈ Ni−1. ����� �

!� �����"� �����
‖Fiuε‖ � M1pi(uε − u0) + ‖Fiu0‖ �����#�

!� �������� �������� ����� � ������∑
i�k�n+1

μkε
k−ip2k(uε − u0) �

�
∑

i�k�n+1

εk−i(Fkuε − Fku0, uε − u0) �

� (−Fiu0+
∑

i�k�n+1

εk−iFkuε, uε − u0)−

−
∑

i+1�k�n+1

εk−i(Fku0, uε − u0).

�����$�

!� �������� ����� �������#� � ���%���� (Π) ������

(
∑

i�k�n+1

−Fiu0 + εk−iFkuε, uε − u0) � Cpi−1(uε − u0)·

· (‖Fiuε − Fiu0‖+
∑

i+1�k�n+1

εk−i‖Fkuε‖) � Cpi−1(uε − u0)·

· (pi(uε − u0) +
∑

i+1�k�n+1

εk−i(pi(uε − u0) + C)

�������

�
−

∑
i�k�n+1

εk−i(Fku0, uε − u0) � C
∑

i+1�k�n+1

εk−ipk−1(uε − u0). �������

&
'������ �(��	� �������� ������� ������ �����)�� *���� ��" ��	������

������� ��	 �+� ,�� ����� ���	
��	� Fi (i = 2, . . . , n+1) �������	��� �����

�� ������
 �������� ����

�� �	
����� ������� ����� ����������� 	������ u = uε�

�� �	� ε→ +0 uε ������  E �������� � u0�
"� ��	
����� ������

pm(uε − u0) � Cε, m = 1, . . . , n+ 1. �������

-�	������.����� !� �������� ������� ������ ��������� ������� � Π ���%����
��/ E, pn ������ �����������

μn+1‖uε − u0‖2 � (Fn+1uε − Fn+1u0, uε − u0) �

� C‖Fn+1uε − Fn+1u0‖ pn(uε − u0),

��



���� ������	
��� ���������

‖uε − u0‖ � C pn(uε − u0). �������

������� ����
�� ��� pk(uε− u0) ��������� ���� �������� ���
�	�����
��
���� ‖uε‖. �� ������� ��
 ��� p1(uε − u0) � C, 	�
�� �����	�� 	�������
�����
�� �	 �!��� ���	��
����� ��� pi−1(uε − u0) � C � ��
 ��� "�� ���������
	
# pi(uε − u0). �� �����$� �����∑

i�k�n+1

μkε
k−ip2k(uε − u0) � C

∑
i�k�n+1

εk−ipk(uε − u0) + C,

���� ∑
i�k�n+1

μkε
k−i(pk(uε − u0)− C/2μk)

2
� C1,

��� 	� �
�	 ��� ���
μipi(uε − u0) � C.

%��� ���	
����� �	 �!�� 	�������
&������ ������ �������� �� ������� �
�	 ��� ��� 	�������� 	������� �������

	
# m = 1, . . . , n� '	�
��� "�� �� �	 �!��� &
# m = 1 ��������� ������� 	����
��� � ���	
����� ���(� ���	��
����� ��� 	����������� ��������� ������	�

��� ��� m = 1, . . . , i− 1� &������ ��� 	
# m = i� �� ���	��
����# �	 �!��
����� pi−1(uε − u0) ≤ Cε� ���	� �� �����$� ��
 ���∑

i�k�n+1

μkε
k−ip2k(uε − u0) � Cε

∑
i�k�n+1

εk−ipk(uε − u0) + C1ε
2,

��� ∑
i�k�n+1

μkε
k−i(pk(uε − u0)− Cε

2μk
)2 � C1ε

2 + C2ε2
∑

i�k�n+1

εk−i

4μk

�
� pi(uε − u0) � Cε� ���	
����� �	 �!�� �� �
�	�����
��� ������� ��$ 	��
������

��� ������	
� ����	���
� �	��	
 �	������ �����

	������ ����
 ��� ��������� �	����� �����

) �������� �������� �������# ������� ��$ �������� ����
��� �*�� +,-
��	�� �� ���.���� ��������  �
���#��� �*��� +,- 	
# ��	��� 	�/���!��
	���
���
��� � �*��� ������� ����

&
# ���� ���0�� ��� "�� �
 ��
��� ��� ����������� �*�� +,- ��	��� 	��
/���!��� � ���	��� ������	��* �0������1� �	�
��� ����
���  ���2�32�*
���	��
����14 � ��� ωi (i = 1, 2, 3, 4) 5 ��������� �	���#��� �0
���� R

n

� ��� 
#���� ����!���� ωi+1 ⊂ ωi, ωi (i = 1, 2, 3)�

��



������ ��� ������� ���������� 	 ω = ω2\ω3 
���	� �������

−
∑

1�i,j�n

∂

∂xi
aijuxj

+ a0u = f ; ���		
�

u|S1
= ψ,

∂u

∂N

∣∣∣∣
S2

= ϕ− γu, ���		��

�� ����������� S1 � S2 ������� ∂ω ��������� �����

∂u

∂N
=

∑
1�i,j�n

aijuxi
νj, N = (ν1, . . . , νn)

N � ������ ��� ��! ������� � ∂ω� γ � 0� ψ ∈ H1
0(ω1)� ϕ ∈ H1(ω)�

aij = aji ∈ L∞(ω)�
∑

1�i,j�n

aijtitj � μ
∑

1�i�n

t2i � μ > 0� a0 ∈ L∞(ω)� a0 � 0� "#�#$

%����� �� ����� &��'� ���		
� ���		�� ��&���� (������

u ∈ K = {u ∈ H1(ω) : u|S1
= ψ, }

����!� '��
∀v ∈ NS1

= {u ∈ H1(ω) : u|S1
= 0, }

���������� ��������)∫
ω

( ∑
1�i,j�n

aijuxi
vxj

+ a0uv − fv

)
dx+

∫
∂ω

(γu− ϕ) vdσ = 0. ���		��

�	��
	��� ���� ���������� �������	
� ������ ���		
�� ���		�� ���� ��� ����

������ 
��
������ ���������� ���������� 
���	�� ������ ���*��

+������� �����, �-��. /0" &��'� ���		
�� ���		���

����������� ���� ������� ����� S1 = ∂ω2� S2 = ∂ω3� �� ��

	� ������ ����� u = uε ∈ H1
0(ω1) ��
��� ��� ��� 	��! v ∈ H1

0(ω1) 	"�����#

���� ��$����	��

(1 + ε)

∫
ω1\ω2

(∇(u− ψ)∇v + λ(u− ψ) v)d x+

+ ε

∫
ω

( ∑
1�i,j�n

aijuxi
vxj

+ a0uv − fv

)
d x+

+ ε

∫
S2

(γu− ϕ)vd σ + ε2
∫
ω1

(∇u∇v + αu v)d x = 0,

ε > 0, λ � 0, α � 0

���		��

��



����� ����������	� 
������ � �
� ε→ +0 uε ����	 � H1
0(ω1) ��	����� � u0�

�� u|ω1\ω2
= ψ�

�� u0|ω � 	�	�����	� 
������ ������ ��������
�� ������� u0 ����� ���������� �	
�� |·|1, 2, ω1

+α‖·‖0, 2, ω1
�
��� ���� �����

���� ��	����	
����� ��	���� �
�� ����� ��������� !�	"	 �
��	#�����

�� � �	������ 	����� ��	
	��� ��	���	��� |uε − u0|1, 2, ω1
� Cε$

	
����������
� ����� E = H1
0(ω1) � ��������
�
 ��
��������
 �
 ���������

��
��� ����� � �
��
!"

(u, v) =

∫
ω1

∇u∇v d x, ‖u‖ = (u, u)1/2.

#�� �� � E �
���
���

p1(u) = |u|1, 2, ω1\ω2
, p2(u) = |u|1, 2, ω1\ω3

,

� �
 ��
���������

N1 = {u ∈ E : u|ω1\ω2
= 0}, N2 = {u ∈ E : u|ω1\ω3

= 0}.
�
 ����� ��$ ���� (E, p1) � (E, p2) 
��� �%� ��
!���
� (Π)�

#�� �� ������ &
��� 	���'�� Fi(u, v) : E × E −→ R (i = 1, 2, 3)"
F1(u, v) =

∫
ω1\ω2

∇(u− ψ)∇v + λ(u− ψ)v d x,

F2(u, v) = F1(u, v)+

∫
ω

( ∑
1�i,j�n

aijuxi
vxj

+ a0uv − fv

)
d x+

+

∫
S2

(γu− ϕ)vd σ,

F3(u, v) =
∫
ω1

(∇u∇v + αuv d x).

(�� &
��� � �%� 
�����
��" Fi : E → E, (i = 1, 2, 3) " Fi(u, v) = (Fiu, v)�
)���
 ��
������* +�
 ,�� 
�����
�� � 
�����
��%� ���
���� ���-��* ���-��*
���������� � � 
�����
��%� ���
��% )��.�/�"

‖Fiu− Fiv‖ � Mi‖u− v‖ (i = 1, 2, 3).

0��
����* +�
 p3(u) = ‖u‖�
1����
���� ��
2����� Ki"

K1 = {u ∈ E : F1u = 0} = {u ∈ E : u|ω1\ω2
= ψ}

K2 = {u ∈ K1 : (F2u, v) = 0, ∀v ∈ N1},
K3 = {u ∈ K2 : (F3u, v) = 0, ∀v ∈ N2} = {u0}.

��



����� ������	
�� 
� K1 = ψ + N1� ������
�� K2 ���
�	
 	� ������
�� u �	���
u|ω1\ω2

= ψ� u|ω � �����	� ����	 �������� u0 � �
� ������
 K2 � �	�	�������
������ | · |1,2,ω1

+ α| · |0,2,ω1
�

 ���
�	
������ �!�
� u1 ��!��� ������
 K2� 
����� 
��� u0 − u1 ∈ N2� 
�
(F3u0, u0 − u1) = 0� 	� �������
������ F3(u0, u0) = F3(u0, u1)� 	

(|u0|1,2,ω1
+ α|u0|0,2,ω1

)2 = F3(u0, u1) �

� (|u0|1,2,ω1
+ α|u0|0,2,ω1

)(|u1|1,2,ω1
+ α|u1|0,2,ω1

).

"���#��	� ���������	$ ���% ����!�
 
����� 	� 
�����& ��'� (��������	�
���% ���������

���������	� 
�� �)*+,�� ����� � ��	
��
� �������� �����'� S1 = ∂ω3�

S2 = ∂ω2� ����	

�� �	�	�	� 
	��� u = uε ∈ H1
0(ω1) �	���� ��� ��� ���� v ∈ H1

0(ω1) ����
��

���� ���������

(1 + ε)

∫
ω1\ω2

(∇(u− ψ)∇v + (u− ψ) v)d x+

+ ε

∫
ω

( ∑
1�i,j�n

aijuxi
vxj

+ a0uv − fv

)
d x+

+ ε

∫
S2

(γu− ϕ)vd σ + ε2
∫
ω1

(∇u∇v + αu v)d x = 0,

ε > 0, α � 0,

����� ���
����

�� ����
�� � ��� ε→ +0 uε ����
� � H1
0(ω1) �������� � u0 

*� u|ω3
= ψ 

-� ����
�!��� �	��!��
�� - � � ��������
�� ���%�

 �����
����
�� �
��� ���������	$ ������	�� ������
����
�! ���������	$
���%�
(��
��	� 
����� �.��& /01 ����	 �	2���3		 	� ��	���� ��� ������	
���4

�&� � �.��� /01 ��	���� ��*�

��	��� 
�� �)*+,�� " ω = ω2\ω4 �	�������� ��	�
�
�� �����-� � a0(x) � a > 0
��� x ∈ ω � ��	���� ���������

u|S1
= 0, [u]|S2

= 0,

[
p(x)

∂u

∂N

]∣∣∣∣
S2

= 0,
∂u

∂N

∣∣∣∣
S3

= 0, �����5�

��� ������
���� S1� S2� S3 # ����
������	 ��	
�$ �%�	���� ωi (i = 2, 3, 4)�
%���� �����
 
����

��



����������	� 
	������ ��	����	
��� �������	����� ������� �
������
�
�������	����� ��	����	
�� �����

���������	� 
��  !"#$%� ����� � ��	
��� �������  ����&% S1 = ∂ω2�

S2 = ∂ω3� S3 = ∂ω4� p(x) = 1 ��� x ∈ ω3\ω4� p(x) = 0 ��� x ∈ ω2\ω3�

����	

�% �	�	�	� �	��� u = uε ∈ H1
0(ω1) �	���� ��� ������
��� ����
�����

(1 + ε)

∫
ω1\ω2

(∇u∇v + λu v)d x+

+(1 + ε)

∫
ω3\ω4

( ∑
1�i,j�n

aijuxi
vxj

+ a0uv − fv

)
d x+

+ε

∫
ω2\ω3

( ∑
1�i,j�n

aijuxi
vxj

+ a0uv − fv

)
d x+

+ε2
∫
ω1

(∇u∇v + αu v)d x = 0, ε > 0, λ � 0, α � 0

��

� 
������
���
 �
�
��
 � ��� ε→ +0 uε ����� � H1
0(ω1) �������� � u0�

"% u|ω1\ω2
= 0�

'% v = u0|ω3\ω4
 ���
��� � Ω = ω3\ω4 �!�!"
���� �	�	��  ����'% � ��	
���

�����
� ∂u
∂N

∣∣
∂Ω

= 0�
(% w = u0|ω2\ω3

 ���
��� � ω2\ω3 �!�!"
���� �	�	��  ����'% � ��	
����

�������� w|∂ω2
= 0� w|∂ω3

= u0�

�% ������#��� �	�#�
��� (� � ��
���
��� �����

���������	� 
���  !"#$%� ����� � ��	
��� �������  ����&% S1 = ∂ω4�

S2 = ∂ω3� S3 = ∂ω2� p(x) = 1 ��� x ∈ ω2\ω3� p(x) = 0 ��� x ∈ ω3\ω4�

����	

�% �	�	�	� �	��� u = uε ∈ H1
0(ω1) �	���� ��� ��� ��
� H1

0(ω1) ������
���

��



����������

(1 + ε)

∫
ω4

(∇u∇v + λu v)d x+

+(1 + ε)

∫
ω2\ω3

( ∑
1�i,j�n

aijuxi
vxj

+ a0uv − fv

)
d x+

+ε

∫
ω3\ω4

( ∑
1�i,j�n

aijuxi
vxj

+ a0uv − fv

)
d x+

+ε2
∫
ω1

(∇u∇v + αu v)d x = 0, ε > 0, λ > 0, α � 0

	
��� ��	��������� ����	� 	 ��	 ε→ +0 uε �	���� � H1
0(ω1) ����	��� � u0�

�� u|ω4
= 0�

�� v = u0|ω2\ω3
� �������� � Ω = ω2\ω3 ���������
 �����	 ������� � ������


�����	�
 ∂u
∂N

∣∣
∂Ω

= 0�
�� w = u0|ω3\ω4

� �������� � ω3\ω4 ���������
 �����	 ������� � ������
	
�����	�
	 w|∂ω4

= 0� w|∂ω3
= u0�

�� ����������� ��������	� �	 � ���������	� ���
�

���������	� 
�� ������  ���� � ������� �����	�� ������� S1 = ∂ω2�

S2 = ∂ω3� S3 = ∂ω4� p(x) = 1 ��	 x ∈ ω2\ω3� p(x) = 0 ��	 x ∈ ω3\ω4�

!�"��

�� ������� ��#�	 u = uε ∈ H1
0(ω1) ����#� ��� ��	 ���� H1

0(ω1) �����������
����������

(1 + ε+ ε2)

∫
ω1\ω2

(∇u∇v + λu v)d x+

+(ε+ ε2)

∫
ω3\ω2

( ∑
1�i,j�n

aijuxi
vxj

+ a0uv − fv

)
d x+

+ε2
∫

ω3\ω4

( ∑
1�i,j�n

aijuxi
vxj

+ a0uv − fv

)
d x+

+ε3
∫
ω1

(∇u∇v + αu v)d x = 0, ε > 0, λ � 0, α � 0

	
��� ��	��������� ����	� 	 ��	 ε→ +0 uε �	���� � H1
0(ω1) ����	��� � u0�

�� u|ω1\ω2
= 0�

��



�� v = u0|ω2\ω3
� �������� � ω2\ω3 �	�	
���� ������ ������� � �������

�������� v|∂ω2
= 0� ∂v

∂N

∣∣
∂ω3

= 0�
�� w = u0|ω3\ω4

� �������� � ω3\ω4 �	�	
���� ������ ������� � �������

�������� w|∂ω3
= u0�

∂w
∂N

∣∣
∂ω4

= 0�
�� ����������� ���������� �� � ����������� ���	�
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)
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+ε3
∫
ω1
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(1 + ε)

∫
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vxj
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+ε
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vxj
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)
d x+

+ε2
∫
ω1

(∇u∇v + αu v)d x = 0, ε > 0, α � 0, λ � 0
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0(ω1) ����	���

� u0�
�� v = u0|ω2\ω3

� �������� � Ω = ω2\ω3 ���������
 �����	 ������� � ������


�����	�
 ∂v
∂N

∣∣
∂Ω

= 0�
�� w = u0|ω3\ω4

� �������� � ω3\ω4 ���������
 �����	 ������� � ������
	

�����	�
	 w|∂ω3
= u0�

∂w
∂N

∣∣
∂ω4

= 0�

�� z = u0|ω1\ω2
� ���
��� H1(ω1\ω2) � ����	���
	 ������	�
	 z|∂ω1

= 0�
z|∂ω2

= u0 	 
	�	
����� ���
� | · |1,2,ω1\ω2
+ λ| · |0,2,ω1\ω2

�

�� �������!��� ����!���	� �	 � ���������	� ���
"

���������	� 
�� ������ #���� � ������� �����	�� ������� S1 = ∅� S2 = ∂ω3�

S3 = ∂ω2 ∪ ∂ω3� p(x) = 1 ��	 x ∈ ω3\ω4� p(x) = 0 ��	 x ∈ ω2\ω3"

$����

�� ������� �� �	 u = uε ∈ H1
0(ω1) ���� � ��� ��	 ���� H1

0(ω1) �����������
����������

(1 + ε)

∫
ω3\ω4

( ∑
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